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Presentación 



Esle libro ha sido escrito con el propósito fundamental de ayudar a profesores y alumnos en la 
enseñanza y el aprendizaje del análisis estructural. Esta disciplina constituye uno de los pilares de 
la carrera de ingeniería civil y es también importante en algunas otras licenciaturas, como ingeniería 
mecánica y arquitectura. Su dominio es indispensable para los profesionales que se dedican al 
diseño de algunas de las obras más espectaculares que construye el ser humano: rascacielos, puentes 
presas, plantas industriales, plataformas marítimas, etc. El análisis estructural es, asimismo, una dé 
las asignaturas que más contribuyen a la formación de los alumnos, a su entrenamiento en el manejo 
de conceptos abstractos y a la adquisición de habilidades intelectuales requeridas para el ejercicio 
profesional de la ingeniería. Por estas razones, ha ocupado, desde hace mucho tiempo, un lugar 
destacado en los planes de estudio. 

Los métodos básicos del análisis estructural conducen a la formulación de sistemas de 
ecuaciones simultáneas que, para estructuras de regular tamaño, llegan a ser de grado elevado. Su 
resolución por métodos manuales consume mucho tiempo. Para solucionar este problema, se 
desarrollaron métodos numéricos que resultaban menos lentos, pero que seguían siendo laboriosos 
y propensos a que se cometiesen errores. El método de Cross es un ejemplo típico. Con el 
advenimiento de las computadoras, la resolución de grandes sistemas de ecuaciones simultáneas 
dejó de ser un problema, y se regresó a los métodos fundamentales, el de las fuerzas y el de las 
deformaciones o desplazamientos. Pero estos métodos se replantearon con un enfoque matricial 
más adecuado a la utilización de computadoras. Distintos libros de análisis estructural utilizan 
enfoques también diferentes según el desarrollo histórico mencionado. 

El enfoque seguido en este libro es el siguiente. En el primer capítulo se hace una revisión del 
proceso general de diseño y se ubica a la etapa del análisis estructural dentro de este proceso. El 
capítulo 2 comprende una revisión del tema de estructuras isostáticas, estudiado generalmente en cur- 
sos previos a los de análisis estructural, llamados estática o estructuras isostáticas en las escuelas de 
ingeniería; el dominio de este tema es fundamental y por eso su inclusión en este libro y la 
recomendación de que no se continúe con los otros capítulos si éste no se ha estudiado a profundidad. 
La resolución de estructuras hiperestáticas, campo de estudio del análisis estructural, requiere del 
cálculo de deformaciones de estructuras isostáticas; en el capítulo 3 se estudia este tema en forma 
completa, aunque algunos métodos incluidos en el libro, no todos, se ven en cursos previos. Los ca- 
pítulo^ y 5 presentan los métodos básicos o fundamentales del anállsisestructuraheldelas fuerzas 
y el de las deformaciones, respectivamente. El método pendiente-deflexión, que es el mismo de las 
deformaciones en sus principios básicos, se incluye en el capítulo b. El método de Cross, ya 
mencionado, se presenta en los capítulos 7, 8 y *», tratando por separado los casos de vigas continuas, 
marcos sin desplazamiento lateral y marcos con desplazamiento lateral; su inclusión obedece a que 
todavía es utilizado con frec uenc ¡a para la resolución de estructura» *•<«< ¡ll.is y a que pre*'»!." < on 
claridad principios hás,< os del análisis es.ru. lural. Finalmente en los capítulos 10 y 1 1 
lema de las líneas de míluen, ,, para estructuras isostáll, as e hmerrStálM ..s, .r>| «« 
el cual v . ons,der„ .rnportan.e pesar de que ya no se incluye en alanos paramas tto**lu«í,.> 
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I n rodn el libro se hace énfasis en los principios básicos más que en aplicaciones específicas, 
ya que el aulor considera que el dominio de estos principios es necesario para el estudio de métodos 
ni, i- .iv, in/. idos o para la utilización de los excelentes programas de cómputo disponibles actualmente. 
Por el contrario, la utilización de programas sin dicho conocimiento no sólo es inconveniente, sino 

peligrosa. 

ti estudio del análisis estructural resulla difícil, en ocasiones, para algunos alumnos. Por esta 
razón, el autor ha tratado de presentar el material de la manera más clara posible, conservando 
desde luego el rigor de la disciplina e incluyendo el desarrollo total de las demostraciones. Se ha 
tenido especial cuidado de explicar con detalle aquellos conceptos que, en la experiencia del autor, 
son de más difícil comprensión, aun a riesgo de caer en repeticiones. Los numerosos ejemplos 
resuellos se presentan en forma completa e incluyen el (razado de los diagramas de acciones, ya 
que es conveniente que el alumno adquiera el enlrenamienlo de obtener estos diagramas e 
interpretarlos debidamente. Los ejemplos se presentan en hojas enmarcadas, en forma similar a la 
empleada en despachos de cálculo, acompañados de comentarios sobre su desarrollo. Este método 
ha sido utilizado por el autor y por el ingeniero Francisco Robles en su obra Aspectos Fundamentales 
del Concreto Reforzado. Con base en varios teslimonios recibidos, se considera que facilita el 
entendimiento de los ejemplos. 

Debido a que el contenido del libro está constituido por principios y conceptos cuya vigencia 
tiene una naturaleza más o menos permanente, no se hace referencia continua a libros y artículos 
que presenten avances sobre el tema. Sí se presenta, al final del mismo, una bibliografía con algunos 
textos que el autor considera de excelente calidad y que recomienda consultar siempre que sea 
posible. Algunos son libros clásicos, como el de Timoshenko, y otros son textos modernos con 
cualidades didácticas y magníficas presentaciones. 

El material incluido puede constituir la base de un primer curso de análisis estructural con 
duración de un semestre, siempre que los alumnos tengan una buena base de estática que permita 
que el capitulo 2 y parte del capítulo 3 puedan estudiarse a ritmo de un repaso. Algunos profesores 
pueden considerar conven.ente no incluir algunos temas, dependiendo del tiempo disponible y de 
la existencia de un segundo curso. Por ejemplo, si se incluye el capítulo 5, quizá no sea necesario 
el capitulo 6. O bien, que no es necesario incluir los tres capítulos del método de Cross 

El autor desea expresar su agradecimiento a las instituciones y personas que lo han apoyado 
para la realización de este texto. La Universidad Autónoma Metropolitana, Unidad Azcapotzalco le 
ha permit,do dedicar una buena parte de su tiempo a recopilar material, a organizado y a escribir el 
contenido del l.bro; le ha dado la oportunidad de enseñar la asignatura durante varios años, y le ha 
brindado recursos materiales indispensables. El contacto con sus alumnos, ha motivado al autor a 
^^T en 1 mt ' ,0 ru dlsc, P lina < P^rla transmitir, y lo ha impulsado a embarcarse en 
£ aX Jr TT i" ', br ° <,U r fÍbUya 3 fad,i,ar SU enseñ «"^ Mió Labastida, profesor 
tStSS^T^ V n,Ver$K,adVeraCrUZana ' revisó buena P 9 **" especialmente* 
h?n 7? ?ZSt 1 om,siones q"e fueron oportunamente corregidos; los que no 

eXdUSÍVa de ( ' UÍen CasillasTlosé de UCera. 

h,c 1( . r0 n valiosas sugerencias para mejorar el material. Y algunos alumnos 

IZ^not^eZy^ m" 1 P; e P' ,ración de ««Mos y en la captura del material, entre 

InZ ' tllrnln^ ^ torona Locra ' MÍO PinCí,a B,anc ' lrt * V Eduardo Arellano 

Mtndtz. finalmente, se agradece al equipo de Limusa la confianza depositada en el autor. 
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1.1 El diseño estructural 1 

Una estructura puede* concebirse como un 
conjunto de parles o componentes que se 
combinan en forma ordenada para cumplir 
una función darla. Esta puede ser: salvar un 
claro, como en los puentes; encerrar un es- 
pacio, como sucede en los distintos tipos de 
edificios, o contener un empuje, como en los 
muros de contención, tanques o silos, La es- 
tructura debe* cumplir la función a que está 
destinada c on un grado de seguridad razonable 
V de manera que tenga un comportamiento 
dtiecu^lo en las condiciones normales de 
servicio. Además, deben satisfacerse oíros 
requisitos, tales como mantener el costo dentro 
de límites económicos y satisfacer determi- 
nadas exigencias estéticas* 

Un examen de las t ondic iones anterio- 
res ha<e p.ih-nu* la complejidad del diseño 



de sistemas estructurales. ¿Quí puede con- 
siderarse como seguridad razonable? ¿Qué 
requisitos debe satisfacer una estructura para 
considerar que su comportamiento sea sa- 
tisfactorio en condiciones de servicio' ¿Qué 
es un costo aceptableí ¡Qué vida útil debe 
preverse? ¿Es estéticamente aceptable la es- 
tructura? 

Ésta* son algunas de las preguntas que 
el proyectista tiene en mente al diseñar una 
estructura, El problema no es sencillo y en 
su solución usa su intuición y experiencia, 
basándose en el análisis y la experimen- 
tación. Si los problemas de diseño se con- 
templan en toda su complejidad, puede 
afirmarse que no suelen tener solución 
única, sino solución razonable. 

El procedimiento general que se sigue 
para el diseño y construcción de una obra 
se puede representar esquemáticamente 
como se muestra en la figura 1 .1,? Después 
del planteamiento de una necesidad por sa- 
tisfacer, se hacen estudios de geotecnia para 
conocer el tipo de terreno en el que se cons- 
truirá la obra, y se realiza un proyecto arqui- 
tectónico. La importancia de cada uno de 
estos trabajos dependerá del Upo de obra. 
Si se trata de un puente, por ejemplo, ios 
estudios de geotecnia serán muy importan- 
tes y quizá haya que complementarlos con 
estudios hidráulicos para conocer los nive- 
les máximos que puede alcanzar el agua: en 
este ejemplo, el diseño arquitectónico pue- 
de no ser tan importante, ya que la lorma 
del puente es resultado, por lo general, de 
la estructura seleccionada. En cambio, si se 
trata de un edificio urbano, el diseño arqui* 
tectónico resulta muchas veces determinante 
del tipo de estructura, aunque siempre es 
reí umendable que desde estas etapas preli- 
minares luya una coordinación adecuada 
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Figura 1.1. Procedimiento general para el diseño y construcción de obras 



entre el proyecto arquitectónico y el diseño 
estructural y el de instalaciones. Los estudios 
descritos y eí diseño arquitectónico se lle- 
van a cabo siguiendo las disposiciones de 
los reglamentos de construcción aplicables. 

A continuación, se pasa a la etapa del 
diserto estructural. En la figura 1.1 se indica 
que esta etapa puede dividirse en tres partes: 
estructuración, análisis y dimensionamiento. 
En la parte de estructuración, se establece 
la geometría general de la obra, respetando 
el diseño arquitectónico, se fijan los claros de 
las vigas, la separación y altura de las colum- 
nas, se seleccionan los materiales a emplear, 
se eligen sistemas de piso, etc. Esta parfcí 
suele llamarse "concepción de la estructura" 
o 'configuración estructural". Es la parte más 
subjetiva del diserto estructural y aquella en 
que la experiencia, buen juicio e intuición 
del ingeniero juegan el papel más importante 
Una estructura mal concebida presentará 
problemas, independientemente do q ue , an 
bien o de con qué tanta precisión se hagan las 



etapas de análisis y dimensionamiento.' 
Durante esta parte, es necesario hacer algu- 
nas estimaciones preliminares del tamaño de 
los miembros estructurales, tanto para esti- 
mar su peso propio, que forma parte de las 
cargas actuantes, como para calcular sus ri- 
gideces relativas, las cuales se requieren en 
la parte del análisis. Estas estimaciones pue- 
den hacerse utilizando procedimientos sim- 
plificados de análisis y dimensionamiento. 
o únicamente con base en la experiencia del 
proyectista. 

Después sigue la parte del análisis de 
la estructura, que es el tema de este texto. 
La acepción más general de la palabra 'aná- 
lisis" es: distinción y separación de las partes 
de un iodo hasta llegar a conocer sus princh 
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pM* o elementas (Diccionario de Li I m^ua 
Española, Real Academia Espartóla). Aplica- 
da esta idea .1 una estructura, l(j que el análi- 
5¡s significa es la separación de la estructura 
en sus elementos constitutivos y la deter- 
minación del elec to de las cargas aplicadas a 
la estructura en cada elemento. Cualquier 
estructura es un lodo continuo, pero para 
fines de análisis se puede dividir en distin- 
tos miembros, como serian las barras en una 
armadura, o las vigas , columnas y losas en 
una estructura de edificio, o las pilas, estri- 
bos, sistemas de piso y cables, en un puente 
colgante. Una vez dividida la estructura en 
sus distintos miembros, la determinación del 
efecto de las cargas en cada miembro se lleva 
a cabo calculando las acciones interna: pro* 
ducidas por esas cargas, o sea, las fuerzas 
axiales, las fuerzas cortantes, los momentos 
flexionantes y los momentos torsionantes en 
cada miembro, así como las deformaciones 
de cada elemento y de la estructura completa. 
Este cálculo es la esencia del análisis estruc- 
tural y el objetivo de este libro es presentar 
distintos métodos para realizarlo. 

Aunque el proceso compieto de diseño 
estructural es en buena medida subjetivo y 
no tiene soluciones únicas, como ya se ha 
comentado, la parte del análisis estructural 
es completamente rigurosa y conduce a so- 
luciones únicas. Una vez planteada una es- 
tructura, las cargas que sobre ella actúan y 
los elementos estructurales en los que se ha 
dividido, las acciones internas en cada 
miembro tienen un valor correcto único. Las 
íuer/as axiales, las fuerzas corlantes, los 
momentos flexionantes y los momentos tor- 
sionantes en cada miembro deben ser los 
mismos, cualquiera que sea el método 
empleado para calcularlos. Si se usan 
métodos aproximados de análisis, se obten- 
drán acciones Internas parecidas a Lis de las 
soluciones completas, que pueden aceptarse 
se^ún su grado de aproximación. Sin 
embargo, el que las soluciones teóricas sean 
únicas, no significa que en la estructura real 



se tengan acciones HCM lamente iguala a las 
calculadas, ya que de tod.is mUWru se hacen 
hipótesis sobre la forma ideal de la e*tru< tura, 
del comportamiento de los materiales, He la 
distribución de las cargas y de otros factores 
similares que implican trabajar sobre una 
representación de la estructura que no 
coincide totalmente con la estructura real. Por 
esta razón, no se justifica realizar los cálculos 
con una precisión excesiva, aunque la solución 
teórica sea única. 

La tercera parte de la etapa del diseño 
estructural se refiere al dimensionamienlo de 
los miembros estructurales. A partir de las 
acciones internas calculadas en el análisis 
estructural, se dimensionan miembros que 
puedan resistir dichas acciones dentro de 
condiciones de servicio aceptables. Por ejem- 
plo, si se trata de una estructura de concreto, 
será necesario determinar el tamaño de los 
elementos estructurales, el acero longitudinal 
y transversal, detallar anclajes y traslapes, 
revisar deflexiones y agrietamientos, etc. En 
esta parte se recurre más que en la anterior 
a fórmulas empíricas y a disposiciones regla- 
mentarias. El proyectista liene más libertad 
de acción y las soluciones correctas pueden 
variar según su criterio o los reglamentos que 
use. Por ejemplo, si está dimensionando una 
viga de acero, puede encontrar diversos per- 
files que resistan el momento flexionante 
calculado en el análisis de la estructura. O si 
la viga es de concreto, puede usar distintas 
relaciones entre su altura y su ancho. En los 
programas de ingeniería civil, generalmente 
se ofrecen cursos de dimensionamienlo de 
distintos materiales, concreto, acero o ma- 
dera, posteriores a los cursos de análisis es- 
tructural, para seguir la secuencia del proceso 
de diseño. 

Puede suceder que una vez terminada 
la parte de dimensionamienlo, los miembros 
de la estructura resulten de un Limarlo dife- 
rente .il supuesto en l.i p.irte de estructuración. 
Esto vuele posar c uando no se tiene mucha 
experiencia. Si se pre-enia esta situación, 
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puede ser necesario hacer un nuevo cirio 
de la Mapa de diserto estructural, ya que las 
átfgM muertas y las rigideces relativas de 
los miembros estructurales han cambiado. La 
decisión de hacer un nuevo ciclo, o los que 
sean necesarios, dependerá de la diferencia 
entre los resultados del dimensionamienlo y 
los valores supuestos, y de algunos otros tac* 
lores. Por ejemplo, si las cargas vivas son 
mucho mayores que las muertas, el peso 
propio tendrá una menor importancia en la 
car^ú total; si se subestimaron los tamaños 
de todos los miembros, sus rigideces relativas, 
que son las que importan en el análisis, 
cambiarán poco, aunque sí cambien las 
rigideces absolutas. El buen juicio del pro- 
yectista, nuevamente jugará un papel deter- 
minante en la decisión correspondiente. 

Este libro de texto tiene como alcance 
la parte de análisis estructural únicamente. 
En todos los problemas se plantea la ideali- 
zación de una estructura real y de las cargas 
que sobre ella actúan. 4 Sin embargo, el lec- 
tor deberá estar consciente de la ubicación 
del análisis estructural en el proceso de di- 
seño, así como de su antecedente, la 
estructuración, y de su consecuente, el 
dimensionamienlo. De otra manera, se curre 
el riesgo de no otorgarle su justa importan- 
cia al contenido del curso o de considerarlo 
como un ejercicio académico desvinculado 
de la realidad. 

En la figura 1.1 se incluyen otras etapas 
del procedimiento general de diseño y cons- 
trucción. Simultáneamente con el diseño 
estructural, se puede realizar el diseño de 
las instalaciones, cuya importancia varía se- 
gún el tipo de obra. Aunque ambos diseños 
se hagan simultáneamente, no deben hacer- 
le independientemente, ya que la ubicación 
de las instalaciones puede afectar el diseño 




roi«fnb«A (!*■ una rs»ru< hit* m- wludf A wnet Mínen- 
te en lAitn t utvn de U < mffl de inwniM (a i ivil. 



estructural. Por ejemplo, pueden rpquerir* 
duelos que obliguen a detallos estructurales 
especiales para no debilitar la estructura. 
Una vez realizados el dimensionamienlo v 
el diseño de instalaciones, y plasmados sus 
resultados en planos ejecutivos y especifi. 
caciones de construcción, se elabora el 
presupuesto de la obra y el programa de cons- 
trucción. Después se ejecuta la obra, con una 
coordinación y supervisión técnica adecuada. 
Estas etapas no se comentan mayormente en 
este texto, no por ser menos importantes, sino 
por no estar directamente vinculadas al tema 
del análisis estructural. 



1.2 Tipos de estructuras 

En la práctica de la ingeniería se pueden 
encontrar muchos tipos de estructuras. Por 
ejemplo, existen puentes de distinto tipo, 
como apoyados sobre vigas longitudinales, 
apoyados sobre una retícula de vigas, col- 
gantes, atirantados, con armaduras, etc. Existen 
bóvedas de diversas características, cilindri- 
cas, con anillo central de compresión, con 
tirantes. Cascarones cilindricos o en forma 
de paraboloide. Arcos de distintas formas. 
Vigas de un claro o continuas. Marcos 
rígidos. Muros con cargas normales a su pla- 
no, como los de contención, o muros con 
cargas en su plano, como los utilizados en 
edificios altos. Estructuras a base de cables 
colgantes. A veces se combinan dos o más de 
estos diversos tipos, como en edificios altos 
con marcos rígidos y muros. 

En este texto se tratan únicamente tres 
tipos de estructuras: vigas de un solo claro o 
de varios claros, armaduras y marcos rígidos. 
Puede parecer que es un número muy WW" 
lado de casos en comparación con la g ran 
variedad existente en la realidad. Sin embar- 
go, el objetivo principal del libro es mostra' 
los principios fundamentales del análisis e*- 
iructural, y esto puede hacerse a partir de 
estos tres casos. 



Prácticamente todas las estructuras rea- 
les son tridimensionales. Algunas lo son cla- 
ramente, como una bóveda o un cascarón. 
Oirás parec en planas, pero están libadas a 
oirás eslructuras o a otros miembros perpen- 
diculares a ellas, de tal manera que trabajan 
en realidad en forma tridimensional. Por 
ejemplo, los edificios suelen tener dos siste- 
mas de marcos rígidos perpendiculares en- 
tre sí, ligados por el sistema de piso. Sin 
embargo, en muchas ocasiones las estructu- 
ras pueden dividirse, para fines de análisis, 
en estructuras más sencillas que pueden con- 
siderarse contenidas en un plano, o sea, es- 
tructuras planas. Por ejemplo, los distintos 
marcos que constituyen un edificio, pueden 
separarse y analizar cada uno por separado, 
lo cual resulta más sencillo. Las herramien- 
tas de cómputo disponibles en la actualidad 
permiten analizar muchas estructuras en for- 
ma tridimensional, lo cual se dificultaba no- 
tablemente cuando no se disponía de ellas. 
Pero también se ha considerado que los prin- 
cipios fundamentales del análisis estructural 
se pueden enseñar mejor en estructuras pla- 
nas, razón por la cual son las únicas inclui- 
das en este texto. 



Con estas limitaciones en el tipo de 
estruc turas incluidas y con el acotamiento a 
estructuras planas únicamente, los tres casos 
que se tratan en los capítulos posteriores son 
los mostrados en la figura 1.2, El autor 
considera que el dominio en la aplicación 
del análisis estructural a estos casos permitirá 
al estudiante profundizar en otros métodos 
para abordar estructuras más complicadas. 

1.3 Idealización de las estructuras 

Además de la transformación de las estruc- 
turas reales tridimensionales en estructuras 
planas, se hacen otras idealizaciones para 
fines de su análisis. Una de ellas es la 
ilustrada en la figura 13. Un marco cuyas 
vigas y columnas tienen dos dimensiones 
después de haberlo transformado en plano, 
se representa por líneas unidimensionales, 
normalmente coincidentes con los ejes 
geométricos de los miembros. Los claros de 
las vigas y las alturas de las columnas son 
las distancias entre los cruces de las líneas 
que representan a los miembros. Ideali- 
zaciones semejantes se hacen para los casos 




,í ) Viga 



b) Armadura 



í i ) M.ircn rígido 
Fi K ura 1,2. U\nn de estructuras incluidas en el libro 



16 lnluxl.,1 • ,„„ 




( .1 I Estructural real 



f b í Estructural ideal 



Figura 1.3. Idealización de una estructura 



de vigas y armaduras. Por lo tanto, las 
estructuras de la figura 1.2 ya son ideali- 
zaciones de estructuras planas. 

Otra idealización importante se refiere 
al material de las estructuras. Los miembros 
de concreto reforzado y de acero estructural, 
los materiales más usados en estructuras, 
tiene gráficas carga-deflexión como las de 
las figuras 1 A-a y b, respectivamente. Ambas 
tienen una zona aproximadamente lineal al 
inicio de la gráfica y después, una amplia 
zona de comportamiento no lineal. En los 
métodos de análisis estructural presentados en 
este texto, se supone que los miembros 
estructurales tienen un comportamiento 
lineal y elástico, o sea, que su gráfica carga- 
deflexión es como la mostrada en la figura 
1 A-c. Existen métodos de análisis estructural 
en los que no es necesaria esta idealización 
o suposición. Se llaman métodos no lineales 
de análisis, pero caen fuera del alcance de 
este texto. Esla suposición conduce a que 
las acciones internas calculadas con los 
métodos aquí presentados, se aproximen a 
las que ocurrirían en la estructura real bajo 
el efecto de cargas relativamente bajas, o sea, 
no cercanas a las que producirían el colapso 
ríe la estructura, sino a las que producen 



esfuerzos dentro de la zona de compor- 
tamiento lineal de los materiales o de los 
miembros estructurales. Estas cargas son las 
llamadas cargas de servicio y, por lo tanto, el 
análisis se debe llevar a cabo con ellas. Si la 
tercera parte de la etapa de diseño estructural, 
el dimensionamiento, se hace con criterios de 
resistencia última, las acciones obtenidas en 
el análisis deben multiplicarse por los factores 
de carga especificados en el reglamento de 
construcciones aplicable. El mismo resultado 
se obtiene efectuando el análisis con las cargas 
de servicio multiplicadas previamente por los 
factores de carga. 

La suposición de que el material de las 
estructuras es lineal y elástico permite 
efectuar simplificaciones importantes en el 
análisis. Todos los efectos de las cargas 
aplicadas varían linealmente. Por ejemplo, 
si se duplican las cargas, se duplican todas 
las acciones internas; si el módulo de 
elasticidad se reduce a la mitad, todas las 
deformaciones se duplican, ya que son 
inversamente proporcionales al módulo. Un 
principio muy importante llamado de 
superposición de causas y efectos, que # 
estudiará mas adelante, sólo es aplicable s» 
el maleri.tl es lineal y elástico. 
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( a t Acero esirudural < b > Concreto reforzado ( c ) Material ideal 

Figura 1,4. Gráficas carga-deflexión *P-8> de miembros estructurales ron distintos malcríales 



Una tercera idealización se refiere al 
(amaño y comportamiento de los apoyos de 
las estructuras y de las intersecciones de sus 
miembros. Los apoyos ideales, que se comen- 
tan con detalle en el capítulo 2, representan 
puntos en los que no hay fricciones que res- 
trinjan el desplazamiento o las rotaciones de 
los miembros, o bien, que les proporcionen 
un empotramiento perfecto. En los apoyos 
reales no se presenta esta situación ideal; 
tienen dimensiones apreciables y siempre 
hay fricciones o empotramientos que no son 
perfectos. Lo mismo sucede con las intersec- 
ciones de miembros estructurales. Tienen 
dimensiones considerables y deformaciones 
dentro de la intersección que no se conside- 
ran normalmente en el análisis estructural 
Se verá en los ejemplos del libro, que es fre- 
cuente considerar que los marcos están em- 
potrados en sus bases. En la realidad están 
ligados a las cimentaciones, que les propor- 
cionan un empotramiento parcial, que de- 
pende del tipo de cimentación y de terreno. 
Ésta es otra idealización importante. 

1 A Análisis estático y análisis 
dinámico 

Algunas de las cargas que actúan sobre las 
estructuras tienen un valor que no cambia 
con el tiempo, f I peso propio de los miem- 
bros estructurales o el peso de los muros 
divisorios en un edificio de oficinas son 



ejemplos de este tipo de cargas. Otras cargas, 
como las cargas vivas, aunque cambian con 
el tiempo, lo hacen en periodos largos, y 
pueden considerarse como constantes, con 
un valor parecido al máximo que alcancen, 
para fines de análisis. Cuando el análisis es- 
tructural se efectúa con cargas permanentes, 
como las anteriores, se denomina análisis 
estático. Este tipo de análisis es el estudiado 
en este libro. 

Las estructuras pueden estar sujetas a 
acciones externas cuya magnitud varia rápi- 
damente con el tiempo, como los sismos o 
el viento. Los efectos de estas acciones se 
estudian en los cursos de dinámica estructu- 
ral y no están incluidos en este texto. Sin 
embargo, los métodos de la dinámica estruc- 
tural permiten calcular cargas que se aplican 
a las estructuras, las cuales se analizan des- 
pués con los métodos estudiados en este 
curso para encontrar las acciones internas, o 
sea, los momentos flexionantes y torsionantes, 
y las fuerzas axiales y corlantes. 

Otro tipo de acciones externas es el 
debido a vehículos en movimiento, como 
Irenes o camiones que circulen sobre puen- 
tes. En este caso, el efeelo del movimiento 
se toma en cuenta multiplicando la carga 
eslálica por un factor de impacto, que suele 
ser del orden de 1 .30, o sea, se incrementa 
la carga en 30 por ciento. La estructura se 
analiza con esta carga incrementada con los 
métodos de análisis estático. 



Puede verse .1 partir de lo anterior, que 
cualquier.! que se.) el lino de < arga, los mé- 
todos de .ui.iIíms i'sI.iIk n Irrmin.m us.nnlo 
se para t alt tilar las acc iones internas en los 
miembros do las estructuras. 



1.5 Convención He signos 

Puesto que solo se tratan estructuras planas, 
se usa en el texto un sistema ele coordena- 
das *. v. El eje x coincide con el eje 
longitudinal de los miembros, y el eje y, con 
el transversal. La convención de signos para 
cada una de las acciones internas, para las 
deflexiones y para las rotaciones se presen- 
ta al introducir cada tema. Esta convención 
es congruente «1 lo largo de todo el texto. Se 
ha usado la convención más usual en los li- 
bros de texto de análisis estructural, pero el 
lector debe estar prevenido de que no es la 
única empleada en este tipo de textos. Al 
consultar otros libros, lo cual es altamente 
recomendable, debe observarse cuál es la 
convención de signos osada. También es 
posible que al usar programas de cómputo 
para análisis estructural se encuentren conven- 
f iones de signos diferentes. Esto sucede con 
frecuencia en los programas tridimensionales, 
en los cuales se emplea el llamado sistema 
coordenado derecho/' Cuando se tiene una 
comprensión clara de los conceptos funda- 
méntale* de análisis estructural, el cambio 
fin la convención de signos no debe acarrear 
problemas mayores. 



1.6 Una recomendación al lector 

la N'oria del análisis cMnic tural es uno de 
lo* pilares fundamentales de la ingeniería 
civil. II (oruK límenlo ríe los efec tos produ- 



cídos por las c argas en los miembros que 
componen una estructura es fundamental 
para su diseño y para comprender su com- 
porta miento. Asi que el dominio de esta teo- 
ría resulta un elemento indispensable en la 
práctica de la profesión. Además, el manejo 
de los conceptos abstractos que forman par- 
te del análisis estructural conslituye uno de 
los elementos formal i vos más importantes de 
la carrera. 

El lector encontrará a lo largo del texto 
una serie de conceptos, cada uno de los 
cuales está sustentado en los anteriores. Es 
prácticamente imposible abordar el contenido 
de un capítulo o de un tema, si no se tiene un 
conocimiento sólido de los anteriores. Se 
recomienda, por lo tanto, de manera enfática, 
no abandonar el estudio de un tema si no se 
ha comprendido totalmente y si no se ha 
practicado mediante la resolución de varios 
ejercicios. Esla práctica es indispensable para 
alcanzar un conocimiento pleno de la teoría. 

Algunos conceptos incluidos en cursos 
anteriores también resultan necesarios para el 
estudio del análisis estructural. Se recomienda 
al lector repasar las ideas fundamentales de 
los cursos de estática, principalmente la 
obtención de diagramas de acciones internas: 
momentos ílexionanles, fuerzas cortantes, 
fuerzas axiales y momentos torsionantes. Son 
temas recurrentes a lo largo del curso. No se 
requieren conocimientos de matemáticas 
avanzadas, pero sí un dominio de los concep- 
tos básicos de cálculo diferencial e integral, 
así como de matrices. 

El autor está seguro de que los lectores 
encontrarán un reto inlelee (ual muy interesan- 
te en el estudio del análisis estructural, v espe- 
ra que vean recompensados el estuerzo y la 
dedii ,k ion que pongan en el mismo al ejerce" 
la práctica profesional con la contianza qw 
projMm lona el dominio de este lema. 
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CAPITULO 



2 



Estructuras 
isostáticas 



2.1 Introducción / 2.2 Reacciones en los 
apoyos / 2.3 Ecuaciones de equilibrio / 
2.4 Ecuaciones de condición / 2.5 
Acciones inlernas / 2.(> Cálculo del grado 
de indeterminación / 2.7 Análisis de vigas 
isostáticas / 2.8 Armaduras / 2.9 Marcos / 
2.10 Determinación de reacciones, fuerzas 
cortantes y momentos ílexionantes por el 
método de Newmark 



2.1 Introducción 

Las estructuras se dividen, desde el punto 
de vista de los métodos de análisis, en 
isostáticas o estáticamente determinadas, y 
en hiperestátteas o estáticamente indeter- 
minadas. Las primeras son aquellas que pueden 
analizarse utilizando únicamente las ecua- 
ciones de equilibrio de la estática. Es decir, 
que pueden encontrarse las fuerzas cortan- 
tes, momentos fiexionantes, fuerzas nor- 
males v momentos torsionantes, a partir de 



condiciones de equilibrio solamente. Por el 
contrario, para analizar estructuras hiperes- 
táticas es necesario plantear, además de las 
ecuaciones de equilibrio, ecuaciones de 
compatibilidad de deformaciones entre los 
miembros de la estructura o entre los miem- 
bros y los apoyos. 

En este capítulo se presentan métodos 
para establecer si una estructura es isostática o 
hiperestática y se hace una revisión de los pro- 
cedimientos para resolver estructuras 
isostáticas, los cuales han sido estudiados 
con mayor detalle en los cursos de estática 
o de mecánica de materiales que suelen pre- 
ceder a los cursos de análisis estructural. 



2.2 Reacciones en los apoyos 

Uno de los pasos necesarios para establecer 
si una estructura es isostática o hiperestática 
consiste en calcular el número de reaccio- 
nes que se desarrollan en los apoyos de la 
estructura. Por lo tanto, es necesario deter- 
minar las reacciones que ocurren en los di- 
versos tipos de apoyo que se encuentran en 
la práctica. 

Los tres tipos básicos de apoyo se mues- 
tran esquemáticamente en la figura 2.1. El 
apoyo simple restringe a la estructura con- 
tra desplazamientos verticales, pero permite 
desplazamientos horizontales y rotaciones 
o giros. En estos apoyos se desarrolla una 







( a ) Ap*»yo simple 



b I Apoyo articulad» 



< c ) Apoyo erripotraqú 



Figura 2.1. Tipo* de apoyos básicos 
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reacción vertical. K t , pero la reacción hori- 
zontal, R t , y el momento, M r son nulos. Por 
lo lanío sólo existe una reacción de apoyo. 

El apoyo articulado restringe los despla- 
zamientos verticales y horizontales, pero 
permite la rotación. Existen por lo tanto dos 
reacciones de apoyo, R % y R r , y el momento, 
\t y es nulo. 

El apoyo empotrado restringe los tres 
movimientos que pueden ocurrir en el plano: 
los desplazamientos verticales y horizonta- 
les y la rotación. En estos apoyos se desa- 
rrollan tres reacciones, R % R y M . 

Los casos mostrados en la figura 2.1 
representan apoyos de estructuras conte- 
nidas en un plano, o sea, estructuras bidi- 
mensionales. Muchas estructuras reales 
pueden idealizarse o representarse en forma 
bidimensional. aunque en realidad sean 
tridimensionales. Esto suele hacerse por 
facilidad de análisis o porque los resultados 
que se obtienen en un análisis bidimensional 
no difreren mucho de los de un análisis tridi- 
mensional. Sin embargo, en algunas oca- 
siones es conveniente realizar el análisis 
estructural considerando el comportamiento 
en tres dimensiones. En este caso debe ob- 
servarse que en un apoyo existen seis posi- 
bles desplazamientos: tres lineales y tres 
rotaciones. También existirán por lo tanto 



seis posibles reacciones de apoyo, R , R ,R , 
M x , M y y M r Las tres primeras restringen los 
posibles desplazamientos lineales y las otras 
tres, las posibles rotaciones Nótese que la 
reacción M / restringe la rotación del 
elemento estructural en un plano paralelo a 
su sección transversal, ocasionando una 
torsión en el elemento. En la figura 2.2 se 
muestra el caso de un empotramiento en tres 
dimensiones en el que se desarrollan las seis 
reacciones de apoyo. 

Todos los casos mostrados correspon- 
den a apoyos ideales que son difíciles de lo- 
grar totalmente en estructuras reales. Para 
obtener, por ejemplo, un apoyo libre deben 
colocarse rodillos entre dos placas rígidas y 
reducirse al máximo la fricción entre rodi- 
llos y placas para que las fuerzas horizonta- 
les sean mínimas. Aún así es prácticamente 
imposible lograr un apoyo libre perfecto. En 
un apoyo articulado, es necesario colocar una 
rótula o un cojinete que pueda girar con 
una fricción también muy pequeña. Los 
empotramientos requieren de elementos de 
apoyo muy rígidos o masivos para restringir 
la rotación de los miembros estructurales que 
llegan a dichos apoyos; aunque en algunas 
ocasiones, los empotramientos se logran por 
condiciones especiales de simetría, comoe" 
el caso mostrado en la figura 2.3. La viga 



£1 



Figura 2.3. Empotramiento por srmetnd 



Simétrica de dos claros de la figura 2,3a es 
equivalente •> una vt K* ton un extremo em- 
potrado y Otro articulado, figura 2. \b, ya que 
precisamente por la simetría no puede ha- 
ber rotación de la viga en el apoyo central si 
las cargas son simétricas. 

Las condiciones reales de una estruc- 
tura hacen aconsejable en algunos casos 
plantear apoyos que difieren de los casos 
ideales de la figura 2. 1 . Por ejemplo, en una 
estructura apoyada sobre un terreno muy 
compresible, puede ser más representativo 
usar un apoyo de tipo resorte, como el 
mostrado en la figura 2.4a, que cede parcial- 
mente a la fuerza vertical. El valor de la re- 
acción vertical sería en este caso ky, donde 
k es la constante del resorte y y es el despla- 
zamiento vertical del apoyo. También pue- 
den plantearse empotramientos semirrígidos, 
que se idealizan como se muestra en la fi- 
gura 2.46. En este caso, el valor del momento 
que se desarrolla en el apoyo es fc8, donde k 



es nuevamente la constante del resorte y 8 
es la rotación del elemento que llega al 
empotramiento. 

2.3 Ecuaciones de equilibrio 

Un sistema de fuerzas se encuentra en equi- 
librio estático cuando su resultante es nula. 
Si un cuerpo sólido se encuentra sujeto a un 
sistema de fuerzas en equilibrio estático per 
manece en reposo, pero si el sistema de fuer- 
zas no está en equilibrio estático, el cuerpo 
se mueve. Un cuerpo que se mueve puede 
estar en equilibrio dinámico, si las fuerzas 
que se le aplican y la fuerza de inercia pro- 
ducida por el movimiento tienen una resul- 
tante nula. En este texto, cuando se bable 
de equilibrio se entenderá siempre que se 
trata de equilibrio estático. 

Para determinar si un sistema de fuerzas 
está en equilibrio, o sea, si su resultante es nu- 
la, se debe revisar que se cumplan ciertas 




f ¡gura 2.4. Apoyo upo 
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ecuaciones llamadas ecuaciones de equilibrio. 
Estas cenar iones dependen de las caraclerísti- 
cas del sistema de fuerzas, A continuación se 
analizan los casos más comunes. 



ZM A = O r ZM B = 0 y ZM r *o (2. 5) 

siempre y cuando los puntos A, B y c no 
sean colineales. 



2. 1 / Sistema de fuerzas paralelas en un pla- 
no. Este caso se presenta con frecuencia en 
estructuras planas sujetas únicamente a car- 
gas por gravedad. Las cargas y las reaccio- 
nes de apoyo son todas verticales y por lo 
tanto, paralelas. Las ecuaciones de equili- 
brio son dos: 



ZF. . o 



ZM n = 0 



(2.1) 



donde ZF f representa la suma de las cargas 
verticales, o sea, paralelas al eje Y, y ZM re- 
presenta la suma de momentos alrededor de 
cualquier punto situado en el plano en que 
están contenidas las fuerzas. En forma alter- 
nativa se pueden plantear dos ecuaciones de 
equilibrio que expresen la suma de momen- 
tos alrededor de dos puntos distintos A y B, 
pero el número de ecuaciones no se altera: 



zu A = o 



ZM B = 0 



(2.2) 



2.3.2 Sistema de fuerzas no paralelas en un 
plano. Cuando en una estructura plana ac- 
túan cargas en distintas direcciones, estas 
tuerzas y las reacciones de apoyo constitu- 
yen un sistema de fuerzas no paralelas. Se tie- 
nen en este caso tres ecuaciones de equilibrio: 

ZF, = 0, ZF^O. ZM u = 0 (2.3) 

donde ZF t es la suma de fuerzas paralelas al 
eje X y los otros términos han sido defini- 
dos. En forma alternativa, el sistema (2.3) se 
puede plantear en la forma 



ZM A =0 



ZM H « 0 



(2.4) 



siempre y cuando la línea que une los pun- 
los A y B no sea perpendicular al eje Y o 
bien, en la forma 



2.3.3 Sistema de fuerzas concurrentes en un 
plano. Las ecuaciones de equilibrio para un 
sistema de fuerzas comprendidas en un p| a . 
no y que además concurren en un punto, 
puede expresarse de las tres maneras siguien- 
tes: 



1F , = 0, Z/ t = 0 



ZF y = 0, ZM A =0 



(2.6) 
(2.7) 



siempre y cuando el punto A no esté situado 
sobre la recta perpendicular al eje y que pasa 
por el punto de concurrencia, y 



ZM t = 0, I¿W o = 0 



(2.8) 



siempre y cuando la recta que une los pun- 
tos A y B no pase por el punto de concu- 
rrencia de las fuerzas. 

2.3.4 Sistema de fuerzas en el espacio. Este 
es el caso más general y se presenta en estruc- 
turas tridimensionales con cargas no parale- 
las. Se tienen seis ecuaciones de equilibrio: 

Zf.-O, ZF y = 0, If í = 0 , 

ZM t = 0, ZM y = 0, IM, = 0 (2.9) 

donde ZF es la suma de las fuerzas parale- 
las al eje Z, ZM X , ZM ZM son las sumas de 
momentos alrededor de los ejes KYyZ, res- 
pectivamente, y los otros términos han sido 
detinidos. 



2.4 Ecuaciones de condición 

Algunas estructuras poseen características 
especiales que permiten plantear ecuaciones 



adiciónale* a las de equilibrio de la estática. 
Un c«isc» frecuente es el de viga* que tengan 
articulaciones en alguna sección interior, 
como las que se muestran en la figura 2.5. 
Las artk ulac iones de momentos, figura 2.5a, 
son equivalentes a pasadores sin fricción 
en los cuales no pueden desarrollarse mo- 
mentos flexionanles porque permiten el giro 
libre de los miembros estructurales que t on* 
curren en la articulación. Por lo tanto, en 
cada articulación de momento puede plan* 
tearse una ecuación de condición que ex- 
prese que el momento flexionante en esa 



sección es igual a cero. Las articulaciones 
de córtame, figura 2.5/>, permiten el des- 
plazamiento lineal relativo de las partes que 
concurren en la articulación sin permllirque 
giren una respecto a la otra. Las ecuaciones 
de condición correspondientes expresan que 
la fuerza cortante es nula en estas articula- 
ciones. Obsérvese que en las articulaciones 
de momento, aunque el momento 
flexionante sea nulo, existe fuerza corlante, 
mientras que en las articulaciones de cor- 
tante, no hay fuerza cortante pero sí hay mo- 
mento flexionante. 



t a ) 
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Figura 2.5. Vigas articuladas 



2.5 Acciones internas 

En el interior de los miembros estructurales 
se desarrollan acciones que pueden ser fuer- 
zas normales, fuerzas cortantes, momentos 
flexionantes y momentos torsionantes. En 
este texto se tratan principalmente los tres 
primeros tipos de acciones, que son los pre- 
dominantes en estructuras planas. 

En la figura 2.6 se indican estas accio- 
nes interiores y la convención de signos que 
se sigue en el texto. La figura 2.6a muestra 
un tramo de un miembro estructural en el 
que se hace un corte en la sección a-a. Exis- 
ten dos maneras de analizar lo que sucede a 
ambos lados de este corte. En la primera 
manera, simplemente se separan los dos 
cuerpos libres y se analizan las fuerzas in- 



ternas en las caras adyacentes al corte, figu- 
ra 2.6b. En la segunda manera, se considera 
que entre los dos cuerpos libres queda un 
elemento de longitud diferencial y se anali- 
zan las fuerzas internas que actúan en este 
elemento diferencial, figura 2.6c. 

Las fuerzas normales se consideran 
positivas cuando producen esfuerzos de ten- 
sión en las caras de los cuerpos libres en la 
sección a-a, o bien, esfuerzos de tensión en 
el elemento diferencial, figura 2.6c/. Las fuer- 
zas normales positivas tienden entonces a 
alargar a los miembros estructurales y se re- 
presentan por vectores que se alejan de las 
caras de los cuerpos libres o de los elemen- 
tos diferenciales. 

En la figura 2.6e se muestra la conven- 
ción de signos para fuerza cortante. Es posi- 
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Uva Cuando ac lúa hac *a ahajo en el cuerpo 
libre de la izquierda y hacia arriba en el cuer- 
po libre de la derecha, o lo que es equiva- 
líanle, hacia arriba en la cara izquierda del 
elemento diferencial y lucia abajo en la cara 
derecha. Una fuerza corlante positiva 
tiende a desplazar hacia abajo el cuerpo 
libre de la derecha respecto al cuerpo libre 
de la izquierda. 



La convención de signos para momen» 
to ílextonante se indica en la figura 2.6/. Un 
momento positivo produce esfuerzos de 
compresión en las fibras superiores de los 
miembros o del elemento diferencial y d e 
tensión en las fibras inferiores. Por lo lanto. 
un miembro estructural sujeto a momento 
(lexionanle positivo se deforma de tal ma- 
nera que tiende a ser cóncavo hacia arriba. 
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2.6 Cálculo del grado de 
¡ndeferminación 



Si r > ín + c>, 
la viga es estáticamente indeterminada 



Cuando una estructura es isostática, su gra- 
do de indeterminación es cero, ya que es 
estáticamente determinada. Las estructuras 
hiperestáticas pueden tener distintos grados de 
indeterminación. Por cada grado se requie- 
re una ecuación adicional de compatibili- 
dad de deformaciones. A continuación se 
indica la manera de calcular el grado de in- 
determinación de distintos tipos de estruc- 
turas: vigas, armaduras y marcos- Cuando el 
grado de indeterminación es nulo, pueden 
emplearse los métodos de análisis presenta- 
dos en este capítulo. En caso contrario, debe 
recurrirse a alguno de los métodos de los 
capítulos 4 a 9. 

2.6. / Vigas. fóra calcular el grado de indeter- 
minación de vigas, se compara el número de 
reacciones de los apoyos con el número de 
ecuaciones de equilibrio de la estática. Si am- 
bos números son iguales, la viga es isostática, 
o sea, su grado de indeterminación es nulo. Si 
el número de reacciones de los apoyos es 
mayor que el de ecuaciones de equilibrio, la 
viga es hiperestática de grado x, siendo x la 
diferencia entre ambos números. Si el número 
de reacciones de los apoyos es menor que el 
número de ecuaciones de equilibrio, la viga 
no puede mantenerse en equilibrio. Se dice 
que es inestable. Cuando la viga tiene 
ecuaciones de condición, el número de estas 
ecuaciones debe sumarse al de ecuaciones 
de equilibrio y comparar el resultado con el 
número de reacciones de los apoyos. 

Si se denomina por n al número de 
ecuaciones de equilibrio, por c al número 
de ecuaciones de condición y por r al nú- 
mero de reací iones de apoyo, se pueden 
plantear, de acuerdo a lo anterior, las si- 
guientes condiciones: 

Sí f * n + c 
la viga es estáticamente determinada 



Sir < 
la viga es inestable 



n 



c), 



12.10) 



Bajo condiciones especiales, puede ha- 
ber vigas que sean inestables aun cuando 
se cumplan las condiciones r * (n + c), o, 
r > (n + t>. En la sección 2.6.4 se estudian 
estos casos. Por esta razón, las condiciones 
mencionadas son necesarias pero no 
suficientes para la estabilidad de las vigas. 

Ejemplo 2.1 

En este ejemplo se ilustra el cálculo del grado 
de indeterminación de varias vigas. En el caso 
1 , se tienen 3 incógnitas de reacción, r, 2 en el 
apoyo izquierdo y 1 en el derecho, y 3 
ecuaciones de equilibrio, n, ya que se trata de 
un sistema de fuerzas no paralelas contenidas 
en un plano; es una viga isostática o 
estáticamente determinada. En el caso 2, la 
viga es hiperestática o estáticamente indeter- 
minada, ya que r > n y c = 0. La viga del caso 
3 es inestable, porque solo hay 2 reacciones 
de apoyo y 3 ecuaciones de equilibrio, así que 
r < n; obsérvese que si las cargas que actúan 
sobre la viga fuesen todas verticales, la viga 
sería estable ya que únicamente habría 2 
ecuaciones de equilibrio por tratarse de un sis- 
tema de fuerzas paralelas en un plano; puede 
verse que si hay cargas inclinadas, la viga se 
desplaza horizontalmente, mientras que si to- 
das las cargas son verticales, permanece esta- 
ble. Los casos 4, 5 y 6 no presentan mayor 
dificultad para su resolución. En la viga del 
caso 7 existe una ecuación de condición, ya 
que en la articulación interior el momento 

flexionante vale 0. Ror consiguiente t mtt + c. 
Enelcaso8exísten2ecuacionesdecondición. 

En el último caso, hay 5 reacciones dejow 
J ecuaciones de equilibrio y 2 de «nAcrfn. 
la viga es isostática; obsérverse que en «te 



* aso, si las cargas fuesen rodas verticales, ha- 
bría i w,n ( iones de apoyo, 2 ec.uac iones de 
equilibrio y una sola ecuación de condición, 



porque al esiar situadas las dos articulaciones 
en un eje vertical solo podría plantearse una 
ecuación de suma de momentos igual a cero. 



EJEMPIO 2.1, CAl CULO DEL GRADO DE INDETERMINACIÓN EN VARIAS VIGAS 






Oto 




Número 'Ir* 
Incógnitas 
di- rcjciión 
t'f 


Número de 
ecuaciones 
ríe equilibrio 

i rt 1 


Númct» ríe 
ecuaciones 
de condición 

1 


Condición estática 


1 




1 


i 


0 


ÉttftttmiAit 




iv tu simple) 






i 


í 


0 


Célicamente 
indeterminada 
(vig-i continua! 


1 3 




2 




0 


Irtestinle 


4 




t 


i 


0 


| 

f itálicamente 

i viga en voladizo» 






6 




0 


Estáticamente 
indeterminada 
de grado 3 *viga 
doblemente empotrada» 


6 




i — i 




4 


3 


0 


Estáticamente 
indeterminada 
de grado 1 
«viga apuntalada) 






4 


1 


1 


Estáticamente 
deirrnitnjií** 

_ _ _ - ■ — ■ ■ 


8 


I ' r \ 


5 




2 


Estáticamente 
determinada 


9 

— L 


4nte 




5 


3 


■ 


Eüilic amerite 

■ irlt 



CAIt ula dW pétlo rfc mdeu 




1 .1 ) 




r= i 
■ 

' + 6 - 2) 

f siálicamente determinada 
y enlabie 




IF..Ü 



f = 4 
2j = 8 
r ♦ b = 8 
r + 6 = 2/ 



r»3 
6-7 

/■S 
2/ ■ 10 
r + 6= 10 
r + 6 = 2/ 



' - 3 
6- B 

/- 5 
2/- 10 
/ -. /»- 11 
i * b> 11 



Estáticamente determinada 
y estable 



Estáticamente determinada 
y estable 



Estáticamente Indeterminada 
y estable 



Figura 



2.7. MMAfm <•*«• el número cte Incoólas .le reacción, nudo, y miombrt» en armaduras 



2.6. J Armaduras. Las armaduras pueden ser 
externamente indeterminadas o internamen- 
te indeterminadas. Son externamente inde- 
terminadas, igual que las vigas, cuando el 
número de reacciones de apoyo es mayor 
que el número de ecuaciones de equilibrio 
más el número de ecuaciones de condición. 
Si ambos números son iguales, son externa- 
mente isostáticas. Por lo tanto, las ecua- 
ciones 2,10 pueden usarse para calcular la 
indeterminación externa. 

La indeterminación interna ocurre 
cuando el número de miembros es mayor 
que el mínimo necesario para que la arma- 
dura sea estable. En este caso, las armadu- 
ras no pueden resolverse con las ecuaciones de 
equilibrio únicamente, empleando los 
métodos de los nudos o de las secciones 
estudiados en los cursos de estática. A con- 
tinuación se presenta la forma de calcular 
el grado de indeterminación interna. Consi- 
dérese la armadura más sencilla posible, que 
es el triángulo mostrado en la íigura 2.7a. 
Esta armadura puede resolverse por el mé- 
todo de los nudos, planteando para cada uno 
las ecuaciones de equilibrio ZF x = 0 y ZF y = 
0- Es. por lo tanto, estáticamente determina- 
da. Si se denomina al número de reacciones 
de apoyo con la letra r, al número de nudos 
con la letra / y al número de barras con la 
letra h, la ecuación 

r + 6»2/ (2.11) 

se cumple para esta armadura, ya que r, b y i 
valen J, cada una. Si a la armadura básica 
de la figura 2.7a, se le agrega otro triángulo, 
como se muestra en la figura 2Jh, la nueva 
armadura es también estable e isostátira ya 
que puede resolverse api i ( ando las 
ecuaciones de equilibrio al nuevo nudo. La 
ecuación 2 ,1 1 se sigue cumpliendo, porque 
se han dgregado un nudo y 2 barras. La ar- 
madura puede ampliarse* agregando rnás 



triángulos, figura 2.7c, y seguirá siendo esta- 
ble, se podrá resolver aplicando las ecuaciones 
de equilibrio a cada nuevo nudo y también 
se seguirá cumpliendo la ecuación 2 . I 1 . p 0r 
lo tanto, para cualquier armadura establee 
isostática se cumple la ecuación 2.11. 

Si a una armadura estable e isostática 
se le agrega una barra adicional, como la 
barra AE en la figura 2 Jé, la nueva armadu- 
ra sigue siendo estable pero ya no puede 
resolverse con las ecuaciones de equilibrio 
únicamente, porque en el nuevo nudo hay 
más barras, y por lo tanto más incógnitas, 
que ecuaciones de equilibrio. Se concluye 
entonces que si r + b > 2j la armadura es 
estáticamente indeterminada. La diferencia 
indica el grado de indeterminación. Por el con* 
trario, si r + b < 2¡, la armadura es inestable. 

Estas tres condiciones pueden entonces 
resumirse de la siguiente manera: 

Si r + b = 2/j la armadura es isostática 

Si (r + b) > 2\, la armadura es hiperestática 

Si (r + b) < 2j la armadura es inestable. 
(2.12) 

Obsérvese que una armadura puede ser 
isostática externamente e hiperestática inter- 
namente o viceversa. Desde luego, que tam- 
bién puede ser hiperestática tanto internamente 
como externamente. Las ecuaciones 2. 1 2 son 
válidas para todos los casos e indican, en su 
caso, el grado total de indeterminación. Nótese 
también que al contar el número de nudos, o 
nodos como igualmente se denominan, del« n 
incluirse los localizados en los apoyos. 

Ejemplo 2.2 

Se Ilustra el cálculo del grado de indew" nh 
nación dedos armaduras. La primeu. 
armadura con tres apoyos: uno HbNrtM** 



apoyado y dos artic ulados. Por lo tanto, el 
número de reacciones de apoyo, r, es de 5. 
Ya que se tienen tres e< ua< iones de equili- 
brio, n r y no hay ecuaciones de condición, 
e, el grado de indeterminación exlerna que 
se obtiene con las ecuaciones 2. 10 es de 2. 
Por otra parte, al aplicar las ecuaciones 2. 1 2 
se obtiene un grado de indeterminación to- 
tal también de 2, ya que el número de nu- 
dos, /, es de 1 0, el número de baritas, h t es 
de 17 y el número de reacciones de apoyo, 



r, es de 5 como ya se habfa visto. Como el 
grado total de indeterminación es igual al 
grado do indeterminación externa, la arma- 
dura es internamente isoslática. 

La segunda armadura es isoslática 
externamente, ya que se tienen tres reaccio- 
nes de apoyo y tres ecuaciones de equili- 
brio, Pero al aplicar las ecuaciones 2.12 se 
obtiene un grado total de indeterminación 
de 2, que corresponde al de indetermina- 
ción interna. 



EJEMPLO 2,2. CÁLCULO DEL GRADO DE INDETERMINACIÓN DE ARMADURAS 




Solución: primeramente se identifica el número de reacciones, el número de nodos y 
el número de barras. Enseguida se determina su condición estática tanto interna como 
externamente. 



B 




1 


\11 


12 


/Í3 


14 


\¡ 5 


16 Al 


6 


A 


10 \ 




9 




8 \ 


/ 7 


C 




I J/ M j 



Rey 



Ecuaciones de equilibro, n ■ 3: 
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Solución: primeramente se idenliíican las reacciones, el número de nudos y el núme- 
ro de barras, enseguida se determina su condición estática 
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Ecuaciones de equilibro, n = 3: 
X/>0; 2F y = 0; ZM = 0 

Incógnitas de reacción, r = 3: 



/ = 8 
6= Í5 
r= 3 



2/ = 1 6 
r + b= 18 
' + b > 2/ 



Estáticamente determinada externamente 
y estáticamente indeterminada de grado 
2 .mem amente 



2.6.3 Marcos. Para deducir una expresión 
que permita calcular el grado de ¡ndetermi- 
nat lón de marcos, considérese la estructura 
mostrada en la figura 2.8a. Si se hacen sec- 
ciones en los miembros del morco, de tal 
manera que < ada nudo sea un cuerpo libre 
tomo se indica en la figura 2.8o, en cada 
se< < ton de < ada miembro hay tres incógni- 
ta: una fuer/a normal, una fuerza (orlante 
y un momento flexion.inte. rnioru es en , ^ 
miembro existen seis fuer/as internas des- 



conocidas; pero si se conocen las tres íu^ 
zas de una sección, pueden determin-irse'* 
'res fuerzas de la otra sección del mlsn* 
miembro. Por consiguiente, en cada »** 
l>ro hay tres fuer/as internas desconoció 
«dependientes. Si m es el número de rüWJ 

broa marco, el número total de iiwW* 

>•>* los miembros será Jr». Denominar*» 
f 1,1 nu '"ero d e ¡ n( „ Knil(1s de rC aición IJM¡ 
eslructura considerada, el número UW * 
incógnitas s V ,á r + \ m . 
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Figura 2.8. Cálculo del grado de indeterminación en marcos 



Si ahora se consideran los diagramas de 
cuerpo libre de los nudos de la estructura, 
íigura 2.86, se puede ver que en cada nudo, 
incluyendo los apoyos, se pueden plantear 
tres ecuaciones independientes de equili- 
brio. Considerando que la estructura tiene n 
nudos, el número total de ecuaciones de 
equilibrio será 3n. Cuando el número de in- 
cógnitas sea igual al de ecuaciones de 
equilibrio, la estructura será estáticamente 
determinada, sí es mayor, será indetermina- 
da y si es menor, será inestable. 

Cuando existan ecuaciones de condi- 
ción, como en el caso de articulaciones in- 
ternas en la estructura, su número deberá 
añadirse al de ecuaciones de equilibrio. Si 
se denomina con la letra c al número de 
ecuaciones de condición, pueden plantear- 
v las siguientes ecuaciones para establecer 
d grado dr indeterminación de marcos: 

Si / + 3m = 3n + c, 
el marco es estáticamente determinado. 

Si f + im > in + c, 
el marco es estáticamente indeterminado. 



Si r + im < In + c § 



el marco es inestable 



En la figura 2.9 se ilustra otra manera de 
obtener el grado de indeterminación de mar- 
cos, que resulta más conveniente para marcos 
de varios niveles. Supóngase que en el marco 
de la figura 2.9a se hacen cortes en las seccio- 
nes a-a y 6-6 de tal manera que la estructura 
original se transforma en las tres estructuras 
mostradas en la figura 2.96. Cada una de es- 
tas estructuras es isostática, ya que tiene tres 
reacciones de apoyo y tres ecuaciones de equi- 
librio, pero en cada sección de corte existen 
tres incógnitas: la fuerza normal, la fuerza cor- 
tante y el momento ílexionante. Se puede ver 
entonces que el número total de incógnitas 
redundantes, o sea el grado de indetermina- 
ción, es igual a tres veces el número de sec- 
ciones de corte en las vigas, ya que las fuerzas 
internas a un lado de la sección de corte son 
iguales a las del otro lado. En el ejemplo de la 
figura 2.9 este número de cortes es de 10. 
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Figura 2.9. Mélodo alternativo para el cálculo del grado de indeterminación en marcos 



Ejemplo 2.3 

En este ejemplo se ilustra el cálculo del gra- 
do de indeterminación de varios marcos. En 
el primero, se tienen 4 nudos, n, dos que 
corresponden a la unión de columna y viga 
V dos que corresponden a los apoyos; se tie- 
nen 3 miembros, m. y 6 reacciones de apo- 
yo, t, í en cada empotramiento. De acuerdo 
con las ecuaciones 2.13 el marco es inde- 
terminado de tercer grado. Con el segundo 
método expuesto, se haría un corte en la 
se< í ion 1-1, en la cual aparecerían 3 accio- 
nes internas desconocidas que indicarían el 
grado de indetermrnat ión. 

En el segundo marco se tienen 4 ñu- 
tios, n, uno interior y J apoyos; i miembros, 
m, y <t red< í roñes de apoyo, r, 3 en rada 
empotramiento. Según las ci iidc iones 2.1 3 



el grado de indeterminación es de 6, Po' el 
segundo método, hay que hacer los dos cor- 
tes señalados para que queden tres estruc- 
turas isostáticas. En cada uno de estos dos 
cortes quedarían tres acciones internas des- 
conocidas. 

El tercer ejemplo puede resolverse de 
manera semejante a los anteriores, obtenién- 
dose un grado de indeterminación de 9. 

En el último ejemplo se ilustra el caso 
de que existan ecuaciones de condición. En 
!«>s dos articulaciones el momento flexio- 
"■'nte vale 0. Obsérvese que en este ejemplo. 
81 a P»«' el segundo método, resulla con- 
veniente hacer los corte» justamente en I* 
•"liculaciones, porque en cada una hay *°- 
amente dos acciones internas desconocida 
■a ru#rza cortante y la tuerza normal, V-> ^ 
m momento ílexion.itite es nulo. 



EJEMPLO 2.3. CÁLCULO DEL GRADO DE INDETERMINACIÓN DE VARIOS 
MARCOS POR LOS DOS MÉTODOS 



! 1 



¡2 



2 



n » 4 

m * 3 

r ♦ im m | S 
ln ♦ c ■ 12 

m Im > In + c 



rt -4 

í -0 
m * 3 
f * 9 
r + Jm « Itt 
3n + c - 12 
t + ;jm > 3n * c 
gr«iclo 6 



n*8 
c-0 
m * 7 
r = 12 
3n + c x 24 
r+ 3m a 3i 
r f 3m > in + c 
grado 9 



Corte* ■ I 
Incógnita * 1 



Corita » 2 
Incógníus * 3 
arado * J(2) « b 



Corle» » 3 
Irrcóxnltd* * 3 




Corita = 2 
IrkrttHnítJ* * 2 
unido « 2(21 * 4 



2,6,4 Inestabilidad geométrica. Existen algu- 
nos estructuras que son inestables a pesar de 
que al aplicar los criterios anteriores resulten 
estáticamente determinadas o aun indetermi- 
nadas. La inestabilidad se deriva de un número 
insuficiente o de una disposici ón inadecuada 
de los apoyos, o bien, de un arreglo inadecua- 
do de parles de la estructura. En el primer caso 
se dice que la estructura tiene una inestabili- 
dad KeumelrK <» externa y en el secundo t BSO, 
una inestabilidad geométrica interna. 

Considérese, por ejemplo, la viga conti- 
nua de la figura 2.10. Al aplicar los criterios 
de la sección 2.6, 1, se encuentra que el nú- 
mero de reacciones de apoyo es tres, igual 
al número de ecuaciones de equilibrio. Se 
diría entonces que la viga es estáticamente 



determinada. Sin embargo, bajo la acción d* 
las cargas indicadas, la viga se desplazaría ho. 
hzontalmente hacia la derecha ya q ü(? en 
ninguno de los apoyos se puede desarrolla 
una reacción horizontal que lo impida. Se 
trata de un caso de inestabilidad geométrica 
externa. 

En la figura 2.11 se ilustra un caso de 
inestabilidad geométrica interna. El marco 
mostrado tiene 12 nudos, n, 3 ecuaciones 
de condición, c, (una por cada articulación 
interna) y 1 5 miembros, m. Por lo tanto, se- 
gún las ecuaciones 2.13 serfa estáticamente 
indeterminado. Sin embargo, la viga 3-7 no 
podría resistir las cargas aplicadas porque 
se deformaría como se indica con línea pun- 
teada. Habría una falla local en esta viga. 
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Figura 2.10, Ejemplo de inestabilidad geométrica externa 
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Finura 2.11. ÉffllñplO de inestabilidad Rcométrica i 



interna en marco 



Estos ejemplos señalan la necesidad de 
revisar medíanle una inspección cuidadosa 
si no se presentan disposiciones inadecua- 
das en los apoyos o entre los miembros de 
la estructura analizada que puedan conducir 
a casos de inestabilidad. 

2.7 Análisis de vigas isostálicas 

La resolución de vigas isostálicas compren- 
de normalmente los siguientes pasos. 

a) Determinación de las reacciones en 
los apoyos. 

b) Determinación del diagrama de fuer- 
za cortante. 

c) Determinación del diagrama de mo- 
mento fiexionante. 

d) Determinación de las deformaciones 1 
(giros y deflexiones) 



actúan a la izquierda de dicha sección, o 
bien, a la suma de todas las fuer?as que 
actúan a la derecha de la sección con signo 
cambiado. Los valores de la fuerza cortante 
pueden calcularse sección por sección, o sea 
en forma discreta, o puede establecerse una 
ecuación que permita calcular el valor en 
cualquier sección, o sea en forma continua. 

La convención de signos usada en este 
texto es tal que si la suma de fuerzas a la iz- 
quierda de una sección tiene sentido hacia 
arriba, la fuerza cortante es positiva. El diagra- 
ma correspondiente se dibuja por arriba del 
eje fie la viga. Esta convención es congruente 
con la establecida en la sección 2.5 y en la 
figura 2,6, ya que una fuerza cortante positiva 
produce una acción interna también positiva. 

La fuerza cortante también puede 
calcularse a partir de la relación matemática 
entre carga, w, y fuerza cortante, V, que se 
demuestra en Mecánica de Materiales: 



En algunos casos se determinan también 
los diagramas de momento torsionante y de 
fuerza normal. No se incluyen en este texto tales 
casos, aunque en algunos ejemplos de marcos 
se determinan los diagramas de fuerza normal* 

2.7. I Determinación de las reacciones en los 
apoyos. Estas reacciones se determinan plan- 
teando las ecuaciones de equilibrio y, en su 
caso, las ecuaciones de condición. Si la viga 
es isostática, el número de estas ecuaciones 
debe ser igual al número de incógnitas de 
reacción, por lo que se obtiene un sistema de 
ecuaciones con dicho número de incógnitas. 

2.7/2 Determinación del diagrama de fuer- 
za cortante. Para determinar este diagrama 
se calcula el valor de la fuerza cortante en 
distintas secciones de la viga, se trazan estos 
valores como ordenadas a lo largo del eje de 
la viga y se unen los puntos obtenidos para 
definir el diagrama. Debe recordarse que la 
fuer/a corlante en una sección de ta viga es 
igual a la suma de todas las fuerzas que 



w = 



dV 

dx 



(2.14) 



Por integración, el valor de la fuerza 
cortante será: 



V= Uvdx + C 



(2.15) 



En donde C es una constante de integra- 
ción que se determina a partir de condiciones 
de frontera, por ejemplo, secciones en las 
que se sepa que la fuerza cortante es nula, 
como en los ejes de simetría. 

2.7.3 Determinación del diagrama de mo- 
mento fiexionante. Se calcula el momento 
fiexionante en forma discreta o continua, se 
trazan las ordenadas en distintas secciones 
y se obtiene el diagrama correspondiente- 
Debe recordarse que el momento fiexionante 
en una sección es igual a la suma algebraica 
de los momentos de primer orden de todas 
las fuerzas que actúan a la izquierda de di- 
cha sección, respecto al eje centroidal de la 
sección, o bien, a la suma de los momentos 



1 ín algunos trato* fatf pttíi V I*»* <WI*írfonéS se dif nominan di 
reserva para 1*4 df-formjc :ione* intt-rrm úv lo* miembros eMiuclura 



.nii'. 



lo* y ti rírmino deformación» *f 



;í6 tílrm luta$ uoUJlfds 

de todas las tuertas que actúan a la derecha de 

la secc ión ton signo cambiado. 

Otra manera de calcular los momentos 
flexionantes se basa en la relación matemáti- 
ca que existe entre la fuerza cortante y el mo- 
mento ííexionanic. En los cursos de Mecánica 
de Materiales se demuestra que la fuerza cor- 
tante es la derivada del momento flexionante: 



V = dM/rlx 



(2.16) 



De aquí se deduce que el momento 
flexionante puede obtenerse integrando el 
diagrama de fuerza cortante: 



M = f Vdx + C 



(2.17) 



Ya que ¡Vdx es el área bajo el diagrama de 
tuerza cortante, el momento flexionante pue- 
de obtenerse sumando las áreas del diagrama 
de fuerza cortante. La constante de integra- 
ción se determina a partir de condiciones 
conocidas en la viga, por ejemplo, secciones en 
que se sepa queel momento flexionante es nulo. 

La convención de signos usada consiste 
en considerar que el momento flexionante en 
una sección es positivo cuando las fuerzas que 
actúan a la izquierda de dicha sección produ- 
cen un momento de primer orden que tenga 
el sentido del movimiento de las agujas del 
reloj, denominado sentido horario en este tex- 
to, y negativo en caso contrario. Obsérvese que 
un momento flexionante positivo produce es- 
fuerzos de tensión en la cara inferior de la viga 
y de compresión en la cara superior, por lo 
que esta convención de signos es coréente 

£n t ¿T " ,Ón 2 5 ' L ° S diagramas * «¿ 
memos se trazan siempre de tal manera que 

» ,d «« * I* viga donde existen 
esfuerzos de compresión. 

Ejemplo 2.4 

En este ejemplo se determinan las rearrin 
nes. y lo* diagrama, de fuerza corlan t v 
momento flexionante en una ^iZmlí 
¡e apoyada. En el apoyo dffctajK^ 
ten dos reg iones de apoyo R ¿¿¿1 



ser una articulación, mientras que en e| a _ 
yo libre de la derecha sólo existe R 
tres reacciones desconocidas se calcularon con 
las ecuaciones 2.3, tomando primero suma<fc 
momentos alrededor del apoyo A con l 0 ,,Z 
se obtuvo R By , después con If y = o se obtuv» 
r ■ y finalmente con Xf, = 0 se obtuvo q Ue 
R A¡ = 0. Con fines de ilustrar el procedimiento 
completo, se muestran en el ejemplo todos lo, 
cálculos, pe»* por simetría puede deducirse 
que las reacciones verticales son iguales entre 
sf y valen la mitad de la carga total. 

Después se calcularon las fuerzas cor- 
tantes en las secciones 2, 3 y 4, o sea, en los 
puntos de aplicación de cargas. Puesto que 
justamente en las secciones hay un cambio 
brusco en el valor de la fuerza cortante, es 
necesario calcular dicho valor inmediata- 
mente a la izquierda e inmediatamente a la 
derecha de cada sección. Por ejemplo, en la 
sección 3 izquierda, las fuerzas que quedan 
a la izquierda de la sección son la reacción 
R A que vale +105 kN y la fuerza aplicada 
en la sección 2 que vale -60 kN. El valor de 
la fuerza cortante resulta entonces de +45 
kN. En cambio, a la derecha de la sección 
3, hay que adicionar la fuerza de 
-90 kN que actúa en la propia sección. 

A continuación se calcularon los mo- 
mentos flexionantes con la definición esta- 
blecida anteriormente. Por ejemplo, en la 
misma sección 3 las fuerzas que quedan a 
'a izquierda, R y | a fuerza de -60 kN, tie- 
nen brazos del par de 7m y de 4m, respecti- 
vamente, respecto a la sección; la primera 
produce un momento horario, y por lo tanto 
positivo, mientras que la segunda produce 
un momento antihorario y por lo tanto ne- 
gativo. Los momentos flexionantes también 
pudieron calcularse sumando las áreas del 
'agrama de fuerza cortante. Como se sabe 

L m T 0n, ° en el a P°V<> A « °' el m °; 

Z t i T>\* Seccion 2 sería W«' * 0 máse 
■rea de diagrama de cortante entre el ai*>" 

Obtrni I " lil 5CCCÍOn 3 Ser ' d el va,ü 7í 

> lómelo para la sección 2 más el área *J 
de cortante entre las secciones 21 
3 '°*a. Í15+4SX 4 - 495 kN.m. 



finalmente, se han (radíelo en el ejem- 
plo lo* diagramas de fuer/a corlante y mo- 
mento (lesionante. En el primero, la fuerza 
corlante es constante entre cargas consecu- 
tivas. Por eso el diagrama está formado por 
líneas horizontales entre las cargas. El mo- 
mento flexlonante varía linealmcnle entre 
cargas consecutivas, ya que si se plantea la 
ecuación de momento para una sección 



cualquiera situada a una distancia x del ori- 
gen, esta ecuación resulta de primer grado. 

f n vigas con cargas concentradas, como 
la de este ejemplo, suele resultar más con- 
veniente calcular las fuerzas cortantes y los 
momentos flexionantes en las secciones de 
aplicación de cargas, que plantear ecua- 
ciones que sólo serían válidas entre cargas 
consecutivas. Es decir, un procedimiento 
discreto resulta mejor que uno continuo. 



FJEMPIO 2.4, DETERMINACIÓN DE REACCIONES, DIAGRAMAS DE V, M Y N 



IMTOS: 



60 kN 

i 



90 kN 



60 kN 



3m t | [ 4 m ^ 4 m 



3m 




SOLUCIÓN: 



1) Cálculo de las reacciones. 



60 kN 



90 kN 



60 kN 



A* 




60 (3) + 90 (7) + 60 (11 ) - R By (1 4) = 0 
1470 



tf Y =0 



14 



= 105 kN 



♦ -» Xf , « 0 



- 60 - 90- 60 ♦ 105 =0 
» 210- 105 = 105 kN 



HIMPLO 2.4 Unnlinuúiiónl 



2) Cálculo de las fuerzas corlantes y momentos flexionantes 



60 kN 90 kN 60 kN 

® i 1 ® 



f 

105 kN 105 kN 



al IV) 

Sección 2 a la izq.: V = 105 kN 
Sección 2 a la der: V= 105 - 60 = 45 kN 

Sección 3 a la izq.: V = 105 - 60 = 45 kN 
Sección 3 a la der.: V = 105 - 60 - 90 = -45 kN 

Sección 4 a la izq.: V = 1 05 - 60 -90 = -45 kN 

Sección 4 a la der.: V = 105 - 60 -90 - 60 = 105 - 210 = -105 kN 

b) IM) 
+ ( IM 

Sección 2: M 2 =105(3) - 315 kN ■ m 

Sección 3: M, =105(7) - 60(4) = 735 - 240 = 495 kN - m 
Sección4:M í= ,05«.U-60( 8 )-90,4,,,, 5 5- 480 _3 60 . 3I5|tN 

En los apoyo* el momento es cero, por ser articulaciones. 



E|EMPlO 2.4 (continudtión) 



3) Diagramas de fuerza corlante, momenio flexíonante y fuerza normal 
105 kN 



f + ) 



45 kN 



IV 



45 kN 



105 kN 




< M ) 



N = 0 



< N I 



Ejemplo 2.5 

Se (rata de una viga con un extremo en vola- 
di/o y ton diversos tipos de targa. Se puede 
verificar fácilmente t|ue es isostátita port|ue 
tiene í reat tio'Ws 'le .i|K»yfj y existen también 
i ecuaciones de equilibrio, tas reate iones de 



apoyo se calcularon, como en el ejemplo an- 
terior, t on las ecuaciones 2.3. En este caso, 
por existir una carga inclinada y una carga ho- 
rizontal, la reacción K t es diferente de cero. 

El cálculo de las fuerzas corlantes y de 
los momentos «exionantes se hizo en este 



ejemplo planteando las ecuaciones corres- 
pondientes. Para l.i fuerza corlante, se tiene 
un.i ecuación continua entre el apoyo de la 
Izquierda y el punto de aplicación de la car- 
ga de I is kN. En esta sección hay una dis- 
continuidad por la presencia de la carga. Así 
que se planteó otra ecuación válida entre la 
carga concentrada y el apoyo de la derecha. 
Entre el apoyo de la derecha y el extremo 
del voladizo se requiere otra ecuación. En 
este tramo resultó más conveniente cambiar 
el origen al extremo del voladizo y cambiar 
también el signo de la tuerza cortante por- 
que se estaban considerando las fuerzas a la 
derecha de cada sección. Teniendo las 
ecuaciones, puede calcularse el valor de la 
tuerza cortante en cualquier sección. Como 
las ecuaciones son de primer grado, basta 
cnntali ular dos puntos para cada intervalo 
de validez y unirlos con una línea recta. 



En forma similar se calcularon lo* ^ 
mentos flexionantes. Se determinaron e 
varias secciones como la suma de | 0 
momentos de primer orden de las fuer?/ 
situadas a la izquierda de la secció* 
correspondiente. Así se calcularon en una 
sección a 6 m del apoyo izquierdo, en la sec 
ción en que está aplicada la C ar Ra 
concentrada y en el apoyo derecho. Este 
último pudo calcularse también en forma 
más sencilla, como el momento de la fuerza 
de 180 kN, con signo cambiado. El lector 
puede comprobar que el resultado es el 
mismo. También se calcula en el ejemplo el 
momento máximo, que ocurre en la sección 
de fuerza cortante nula, según indica la 
ecuación 2.16, y la sección en que el 
momento flexionante es nulo. Finalmente se 
trazan los diagramas de acciones internas 
con los valores obtenidos. 



^T^ 2 * 5 - DETERMINA C'ÓN DE REACCIONES Y ACCIONES INTERNAS EN UNA 
/ IGA CON VOLADIZO 



6» ItN/m 



ilo de las rea( < iones. 



225 kN 



1 .15 kN/m 




I »5 kN 



IflOkN 
II (1 kN 



EJEMPLO 2.5 (conlmiiáción) 



+ Tlf, =0 



+ =0 



60 (18) (9) +135 (12) - R Hy (18) 4- 180 (24) = 0 
15660 



18 



R By = 870 kN T 



R A -60(18»- 135 - 180 + 870 = 0 
R Ay = 1 395 - 870 



R Ay = 525 kN T 



-R A ,+ 135 = 0 
^, = 135- 



135 kN 



1® 

525 kN 
h 



135 kN 



60 kN/m 



f = 12 m 



® 



t© 



180 kN 

Ji2 



, 870 kN , 
^ f/2=6m )t 1/2 = b m ^ 



Cálculo de la fuerza córtame, normal y momento flexionante, 



NORMAt 



Sección B ZF = 0 -135 + N = 0 



N = 135 kN 

La fuerza normal es constante a todo lo largo de la viga y es de tensión. 



í ORTAS TF 



Sección A V= = 525 kN 
Sección B 



A la izquierda 



V„ = -w U) + R Ay - -60 (12) * 525 
V„= -195 kN 



42 htruituié* lutUáUoU 

f~~ EjEMPLO 2.5 (contínuétión) 



a 1.1 derecha v„* R^-wtfi - i 3S 

V„«-3J0 kN 



525 -60 (12)- 135 



Si'< i ion ( 

A la izquierda V c mR Ayr wí i/2 - 525 - 60 (1 8) - 1 35 

V, - -i.'») kN 

A la derecha V r - R Ay -wiV2 O - 115 + 870 = 525 - 60 (18) - 135 + 870 
V, = 1 80 kN 



MOMENTOS 

Sección a b m del apoyo 

M l mR Af (6)- w(6)(3) 
M, = 525(6)-60 (6) (3) 
M, = 2070 kN • ni 



Sección H 



M H = R Ay i\2)~w02) (6) 

M fl = 525 (12) -60(12X6) 
M„ = 1 980 kN ■ m 



Sección C 



H = R A> (18)-w(18) (9) - 135(6) 
M c = 525 (18) - 60 (18) (9) - 135 (6) 
M, 1080 kN -m 

Sección de momento máximo 

El momento es máximo donde la fuerza corlante es igual a 0 (ver diagrama de 
fuer/a corlante): 

l'-SM-WX.-Oí «8.75m 

Ui) 



bO x ñ.7S 2 

m 



M„,„ - 525 » B.75 . 22,6.8 kN. 



MrLO 2.5 (conliniudón) 



Sección de momento nulo 

Ecuación de momentos entre las secciones 8 y C 
6üV 

M = 525x 1 35 <x - 1 2) = 0 

2 

x = 16.31 m (desde A) 

x 2 = 1 8.00 - 1 6.3 1 = 1 .69 m (desde O 



3) Diagramas de N, V y M 
135 kN 



( + I 




x,«1 



tOBii WN m 
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Ejemplo 2.6 

l.i Vjga de este ejemplo tiene tres reaccio- 
nes de apoyo, R Ay , R l)y y M A , y existen dos 
ecuaciones de equilibrio por tratarse de un 
sistema de fuerzas paralelas. También se 
hubiese podido considerar que existían cua- 
tro reacciones de apoyo, incluyendo R Ax , y 
tres ecuaciones de equilibrio porque ya se- 
ría un sistema de fuerzas no paralelas. De 
cualquier manera, el número de reacciones 
de apoyo, r, es mayor que el de ecuaciones 
de equilibrio, n, en una unidad. Sin embar- 
go, existe también una ecuación de condi- 
ción, c, ya que el momento flexionante en 
la articulación de la sección 8 liene que ser 
nulo. Por lo tanto n + c = r y la viga es 
estáticamente determinada. 

Para resolver la viga, primero se calcu- 
ló el valor de R l)y a partir de la ecuación de 
condición. Para ello, se calculó el momento 
flexionante en la sección B como la suma 
de los momentos de las fuerzas situadas a la 
derecha de la sección, y se igualó a cero di- 
cho momento. La única incógnita de la ecua- 
ción resultante es la fuerza por eso se 
tomaron las fuerzas a la derecna de la sec- 
ción y no a la izquierda, ya que hubiesen 
aparecido dos incógnitas en la ecuación. 
Obsérvese que se consideraron positivos los 
momentos que tienen sentido antihorario, 
porque se tomaron las fuerzas a la derecha 
de la sección. 



Ya habiendo calculado R 0yi Se o() 
el valor de R Ay a partir de la ecuación 2 
equilibrio ZF y = 0. Y la tercera in f .ó Rn ¡ til ? 
reacción M A se obtuvo calculando nueva! 
mente el momento flexionante en la secció n " 
8. pero tomando las fuerzas situadas a la ¡ 7 . 
quierda de !a sección ya que, conocida R 
sólo quedaba una incógnita. 

El diagrama de fuerza cortante se trazó 
tomando las fuerzas de izquierda a derecha 
En la sección A actúa la reacción R A 
produce una fuerza cortante negativa, hacia 
abajo, de 5 ton. Esta fuerza se mantiene 
constante hasta la sección D, ya que no actúa 
ninguna fuerza entre las secciones /\ y O. En 
la sección D actúa la fuerza R D de 17 ton 
hacia arriba, por lo que la fueza cortante 
pasa a ser de +12 ton y se mantiene cons- 
tante hasta el extremo derecho de la viga. 

El diagrama de momento flexionante 
empieza con el valor de M A en el extremo 
izquierdo y va disminuyendo linealmente 
por el efecto de la reacción R Ay , pasando por 
0 en la articulación de la sección B. En la 
sección C hay un momento concentrado de 
-6 ton-m, por lo que el momento flexionante 
pasa de -15 a -21 ton-m en esa sección. 
Después sigue disminuyendo linealmente 
con la misma pendiente hasta el apoyo D, 
donde tiene un va lor de -3 6 ton-m, que pue- 
de obtenerse multiplicando la fuerza de 12 
ton que actúa en el extremo derecho por el 
brazo del par que es de 3 m. 



n. 


IEMPI O 2.6 (contt 


B 


telón) 


SoUJbóM: 



+ T X/>0 



-12 (9) + R„ (6) + 6 » 0 
R,^ = 17 ton 



• r a,+ 17 - 12 = 0 



= 5 ton 



M„ - 3 <5) = 0 
= 1 5 ton - m 



DIAGRAMA DE FUERZA CORTANTE 
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D f. 



"j ton 



DIAGRAMA Df MOMENTO FLEXIONANIÍ 




ejemplo 2.7 

Se ilustra l.i resoluc ión de una viga que Ire- 
ne dos articulaciones de momenlo interio- 
ras. En este ejemplo, primero se resolvió el 
[ramo ff comprendido enlre las dos articu- 
laciones. Este tramo puede tratarse como si 
fuera una viga libremente apoyada, cuyas re- 
acciones de apoyo son las tuerzas corlantes 
en los puntos f y f. Así, la reacción R, t que 
resulta de 405 kN, es la fuer/a que luego se 
aplica, con signo cambiado, en el punto E 
del tramo A£, el cual ya resulta isosl.itico. 
De la misma manera, la reacción R, del tra- 



mo Ff se aplica, con signo cambiado, en tí 
punto f del tramo ff). 

Como los tramos FF y fD V(l rcs u |, a 
isostáticos, pueden calcularse las 4 reaccione* 
de apoyo. Una vez obtenidas estas rea Cc ¡ 0 . 
nes, ya se pueden calcular las fuerzas cor- 
tantes y los momentos flexionantes como en 
los ejemplos anteriores. 

El procedimiento seguido en este ejem- 
plo es diferente al del ejemplo anterior, pero 
lo que es importante observar es que si la 
viga cumple con la condición n +■ c = r M 
isoslática y es resoluble con ecuaciones de 
equilibrio unir ámenle. 



EJEMPLO 2.7. OBTENER IOS DIAGRAMAS DE FUERZA CORTANTE Y MOMENTO 
FLEXIONANTE PARA LA ESTRUCTURA MOSTRADA 



4S0kN/m 




450 kN 270 kN 225 kN 405 kN 160 kN 

U I L 



450 kN 



ÍF) 



i Ai 





(O 



íü) 



ft m 



+ 



3m I m 2 m I m 2 m I m 2 m 2 m 2 m 



Sen ución: 

I > Determinación de las reacciones 
Tramo ÍF 



450 kN 270 kN 

c<J L 



-oí 



R 



450(1) + 270 <3)-/?, v <4) = 0 
1260 

4 



♦Ti/,. o 



315 - 450- 270 + R h = 0 
R, y * 720 - 315 - 405 kN 



EMPLO 2.7 (continuación) 



Tramo ^ f ^ ^^JL^/m - B f|405kN 



+ C EML 0 450 (61 (3) - R Bk (6) + 405 (9) = 0 



11745 

R„ Y = — — = 1957.5 kN 



+ Tlf =0 -M50M6) -405 + 1957.5 + R Af = 0 

R Ay = 3105- 1957.5 = 1147.5 kN 



+ -»If, = 0 R A>~° 



Tramo fD 115 kN 225 kN 405 kN 360 kN 



+ C SM D = 0 -31 5(9) - 225(7) + R (y (6) - 405(4) - 360 (2) = 0 

R Cy = 1125 kN 

+ t ZF v = 0 -31 5 - 225 + 1 1 25 - 405 - 360 + R^ . = 0 

R 0> = 1305- 1125 = 180 kN 



l H7 



450 kN 270 kN 22'. kN 40S kN J60 kN 

i y i® l l ,© 




405 KN 



115 KN 1125 KN 



1 H0 KN 



•Ifl í'tttH luía* ittwáitlftt 

I EJEMPLO 2.7 (continuación) 

2) Cálculo de las fuerzas corlantes V momentos flexionanies 
(V) 

Sección B a i.< izquierda: 

V e = H47.5-450(6> = -l552.5 kN fi) 
Sección B a la derecha: 

V B = 1 147.5-450(6) + 19S7.5= 1957.5-1552.5= 405 kN (T) 
Sección a la derecha de la carga de 450 kN: 

V = 11 47.5 - 450 (6) + 1 957.5 - 450 = 405 - 450 = -45 kN (i) 
Sección a la derecha de la carga de 270 kN: 

V = 11 47.5 - 450 (6) + 1 957.5 - 450 - 270 
y =-45-270^-315 kN 

Sección C a la derecha: 

V c = 1 1 47.5 - 450 16> + 1 957.5 - 450 - 270 - 225 
V c = -3T5-225 = -540 kN 

ANÁLISIS DE DERECHA A IZQUIERDA (CON SIGNO CAMBIADO) 
Sección I a la izquierda: 

V,=-l80+360 
V, = +180kN 

Sección H a la izquierda: 

V H =-180+360 + 405 
V„ - +565 kN 

Sección C a la izquierda: 

V c - -180+ 360 + 405-1125 
V, =-540kN 



EJEMPLO 2.7 (continuación) 



— 

1 147.5 1957.5 

Sección a 3m de A: 

Mj-n47.5í3)-(450)(3)(i;S) 
Mj = 1417.5 kN -m 

Sección B: 

M„ = 11 47.5(6) - (450)(6)(3) 

M fl = -1215 kN • m 
Articulación E: 

M Jfl = 1 147.5(9) - 450(6)16) + (1957.5X3) = 0 

Sección C: 

1 147.5(10) - (450)(6)(7) + (1957.51(4) 
M c = 405 kN • m 

Sección H: 

1147.5(12) - (450)(6)(9) + (1957. 5)(6) - (4501(2) 
M u = 315kN m 
Articulación f ¡ 

M tll * 1 147.5(1 3) - 450Í6K10) + {1957. 5)(7) - (450X3) - 270(1) « 
Sección I: 

M, - 1147.5(15) - 450I6)(t2) * (1957.5)19) - (450)(5) - 270(3) 
M, m -/,30 kN - m 



I US 



405 



360 



SO twunuw /«i.Mf/ci. 

íltMPio 2.7 (coñtlnutctónj 

Sci't irtn ( : 

M c - 1M7.5Í16)- 450(6)(13) ♦ < 1957.5)00) 
W ( * - 1 1 70 kN < m 

ANAl ISIS OI I H Kl Q IA A IZCJUlfHDA (CON SICN) W CAMBIAD' »» 

Sección K: 

M¿ " 180(2) 
=» 360 kN . m 

So x ión /; 

M, = 1 H014) - 300(2) 

M ( = 1 80(6) - 360(4) - 405(2) 
M, = -1170kN m 

3) Diagramas de V y M 
II47.S kN 




í EJEMPLO 2.7 (continuación) 



1463.1 kN.ni 

1417.5 kN.m 





315 kN.m *60kN.m 



12t5kN.ni 



1170 kN.m 



2.8 Armaduras 

Los miembros de una armadura, por encon- 
trarse articulados en sus extremos, trabajan 
únicamente a tensión o a compresión axial. 
Entonces, la resolución de una armadura 
consiste en determinar las reacciones en los 
apoyos y las fuerzas axiales en cada uno de 
sus miembros, 

2.8. 1 Determinación de las reacciones- Se 
determinan de la misma manera que en vigas, 
o sea, planteando las ecuaciones de equilibrio 
y, en su taso, las ecuaciones de condición, en 
función de las reacciones de apoyo, y 
despejando su valor del sistema de ecuaciones 



m 



¿ H,¿ ÍMifrmin<tf tón tk* fuerOM axufrs. Una 
ve/ obtenidas las reacciones, las fuerzas 
Axiales en los miembros pueden* ale ularse jnir 
el mftorlo fie los nudos o (Kir el métfxlo las 
Wl < iones, f I primero transiste en plantear un 
diagrama de cuerpo lilwe de < ada mido cui- 



dando que sólo aparezcan dos incógnitas. 
Después se plantean las dos ecuaciones de 
equilibrio que corresponden a un sistema de 
fuerzas concurrentes, ZF K = 0 y ZF = 0* Resol- 
viendo el sistema de dos ecuaciones se obtie- 
nen los valores de las dos incógnitas. Se debe 
empezar con un nudo en el que sólo existan 
dos incógnitas; conforme se avanza en la so- 
lución, las fuerzas ya calculadas permiten re- 
solver nudos en los que concurran varios 
miembros. Cuando se trata de armaduras en 
el espacio, en vez de dos ecuaciones de equi- 
librio por nudo, se tienen tres ecuaciones. 

En el método de las secciones, se tra- 
zan diagramas de cuerpo libre de partes de 
la armadura, haciendo secciones o corles 
que intersecten a varios miembros. Después 
se plantean las ecuaciones de equilibrio del 
cuerpo libre. Para armaduras planas resul- 
tan tres ecuaciones, correspondientes a un 
sistema de fuerzas planas no concurrentes, 
y para armaduras en el espacio, seis 
ecuaciones, correspondientes al caso gene- 
ral de fuerzas en el espacio. 



S2 ftf/MfuMt irtiiilifrii 

ti método de las secciones resulla más 
conveniente que el de los nudos cuando sólo 
se desea obtener las fuerzas en algunos de los 
miembros, va que no es necesario avanzar en 
la solución nudo por nudo sino que puede 
hacerse un corte a través de los miembros 
cuyas fuerzas se buscan. Cuando se quiere 
obtener las tuerzas en todos los miembros, por 
lo general resulla más conveniente una 
combinación de los dos mélodos. resolvien- 
do primero algunos nudos y después haciendo 
secciones para avanzar más rápido. 

Recuérdese que la convención de signos 
adoptada para cargas axiales consiste en con- 
siderar positivas las tuerzas axiales de tensión 
V negativas las de compresión (sección 2.5). 

También debe recordarse que si al 
analizar un nudo o una sección, la incógnita 
resulta positiva al ser despejada, esto significa 
que el sentido supuesto es el correcto, 
independientemente de que sea de tensión o 
de compresión. 



Ejemplo 2.8 

La armadura de este ejemplo es isoslálica ex- 
ternamente porque se tienen tres reacciones 
oe apoyo y tres ecuaciones de equilibrio, y 
también es isoslálica internamente ya que 
r + b = 2, (ecuación 2.12). La notación em- 



pleada en este ejemplo, que se usa lambí, 
en el reslo del texto, consiste en denomi^ 
los nudos de la cuerda inferior con la let, a ' 
numerarlos de izquierda a derecha, y a |^ * 
la cuerda superior con la letra L' numerJ? 
también de izquierda a derecha. 

Las tres reacciones de apoyo se cale u. 
ron igual que en los ejemplos de vig as ¿Í 
zados en la sección anterior. Como todas i ' 
cargas son verticales, la reacción horizontal 
es nula. 

Para calcular las fuerzas internas, seem. 
pezó con el nudo ¿ 0 , ya que como se habí* 
calculado anteriormente la reacción R ^ 
quedaban dos fuerzas desconocidas, las* ¿ 
barras L 0 U l y L 0 L V Se plantearon entonces 
para este nudo, las dos ecuaciones de equüi- 
brio que corresponden a fuerzas concurrentes 
en un plano, y a partir de estas ecuaciones» 
determinaron ambas fuerzas desconocidas. 

A continuación se analizó el nudo ¡J 
ya que al haber calculado anteriormente la 
fuerza í 0 U v sólo quedaban dos incógnitas 
en este nudo. Este análisis se hizo también 
con las dos ecuaciones de equilibrio corres- 
pondientes a fuerzas concurrentes en un pla- 
n °-? eSpüés se pasó al nudo /., en el cual 
quedaban ya dos fuerzas desconocidas. De 
esta manera se continuó hasta el nudo U¡ va 
que por simetría no era necesario analizarlos 
nudos de la mitad derecha de la armadura. 



EfEMPLO 2.8. DETERMINACIÓN DE LAS Fl IFH^ac 
POR El MÉTODO DE LOS NUDOS MS 



NTERNAS DE UNA ARMADURA 




EJEMPLO 2,8 (continuación) 



SOI UC ION: 

1 ) Cálculo He las rcaccionos 



turas 53 



A / 












1 



( i m 



6 m 



+ C 2M.= 0 



100(6) + (100)11 2) + <100)(1 81 -R fív <24> = 0 

« Si = 3|2o =lsokN 



24 



R^- 100- 100- 100+ 150 = 0 
R Af = 300 - 1 50 = 1 50 kN 



R. =0 

2) Cálculo de las fuerzas internas 



Nudo Lo 





sen8 = 1/V2 
cos8 = 1/V2 



1 »0 kN 



+ Tlf r* 0 150-^,^6 = 0 



}5Q-L 0 U } (V'J2)~Q 

1~¡U, = 1 50 ( V 2) - 2 1 2. 1 3 kN compresión 



-212.13(1/V2) + íoli-0 
/^í, «tsukN lensifin 



»4 lut.t\ I-iísI.ÍIii ,i> 



EJEMPLO 2.R uontinujcíónt 



Nudo U, 




1.WIN 



Nudo í, 




Nudo i, 




v,v t 



= 0 2\2.ncosB -UPi =0 
tíS = 212.l3(l/V2) 

t/^ = 1 50 kN compresión 



212.13sen9-U,í, =0 

Ó¡Z¡ = 2I2.13(l/^)=150kN tensión 



-t-tlf, =0 



!50-IOO-£^/ 2 sene = 0 



l^sSofv^)- 70.71 



kN 



compresión 



+ -*ZF t = 0 -1 50 - 70.71cos9 + L,L 2 = 0 
£¡¿7 = 150+70.7l(l/V2) 
¿ f t 2 = 200kN tensión 

+ -*IF, = 0 -200 + £^Z¡ = 0 

¿2¿j = 200kN tensión 

+ TZF y = 0 -100 + ¿7^ = 0 

í^ 2 = 100kN tensión 



♦ Ts/^o 70.7)sene-tOO+t/ J í,sene = 0 

70.71 (1/V2)- 100+tyj; (l/v'2)=0 

■ " 00 - 50) V2 = 70.7 1 kN compfW Mjn 

t-*Xf, . 0 150 + 70.7 Icosfl - 70.7 lco»8 - UPx • 0 
UM = t50kN compresión 





HIMPLO ¿.8 Uontinu.it ion 



Por ta simetría de ta armadura tenemos que Lis tuer/as 



Ejemplo 2.9 

Se ilustra en este ejemplo el método de tas 
secciones. Obsérvese que únicamente se 
pide encontrar tas tuercas en dos barras de 
ta armadura, ta LL 2 y ta U 2 U y Las reaccio- 
nes de apoyo se obtuvieron como se ha visto 
en los ejemplos anteriores. Una vez obteni- 
das estas reacciones, la tuerza en la barra 
LL puede calcularse haciendo un corteen 



la sección 1*1 v tomando momentos alrede- 
dor del nudo U r Obsérvese que la sección 
corta la barra cuya fuerza se desea calcular, 
y que las otras dos barras cunadas concu- 
rren en el nudo alrededor del cual se to- 
man los momentos. De esta manera, ta 
única incógnita que aparece en ta ecua- 
ción de momentos es la fuerza buscada. 
De forma similar se calculó la tuerza en 
la barra UJJ V 



EJEMPLO 2.9. DETERMINACIÓN DE LAS FUERZAS INTERNAS EN LAS BARRAS DE 
T y UJJ X DE LA SIGUIENTE ARMADURA 





i 
1 
1 

/ » 
/ 1 




V i 

\^ 1 

\ \ 

'i 1 \ 






\ 











kN WlkN 



•XI kN 



T 




+ C E.W,= 0 

90(6) + 90(1 2) + 9011 8) - (24) = 0 



— = 135kN 

+ Tlf v = o 

-90-90-90 + 135 = 0 
«^«270-135 = 135 kN 

+ -»If f = 0 

^.=0 



2i Cálculo do Id fuerza en la barra (j-A) s 

V, u, u.u. <1Mil0 





/.. 


\ 








i¿7 



l lSkN 90 kN 40 kN 



I Í5(IB)-90(I2)-90(6)-Í7 j ty,(6)-0 

* ~~ * 1 35 kN compresión 



EJEMPLO 2.9 Hontinuacióni 



3) Cálculo de la 


tuerza en la baria ¿/j 








1 1 




135(1 


ü 


á 


/ 




2J-90(b)-t|/>(6)-0 
IÜÜÜ 

i^=180kN tensión 
6 


1 








135 kN '10 kN 









2.9 Marcos 

Los marcos son estructuras constituidas por 
columnas y vigas cuyas uniones son nudos rí- 
gidos, es decir, que no permiten la rotación 
relativa entre los miembros que concurren en 
el nudo, figura 2.12. Así. los miembros AB, BC 
v BD que concurren en el nudo B deben con- 
servar los mismos ángulos que formaban en- 
tre sí después de que se deforme el marco. 
Esto se ilustra en la figura 2,1 26, en la que se 
\e que el nudo ha girado, pero los ángulos 
que forman los tres miembros que concurren 
en el nudo siguen siendo rectos. Las vigas y 
columnas están sujetas a momentos flexio- 
nantes y fuerzas cortantes, y la fuerza normal 
Miele ser importante especialmente en las 



columnas. La resolución de marcos compren- 
de» por lo tanto, la determinación de las 
reacciones de apoyo y de los diagramas de 
fuerza cortante, momento flexionante y fuer- 
za normal- En ocasiones, este último sólo se 
determina para las columnas. 

2_9./ Determinación de /as reacciones. Se 
calculan igual que en vigas y en armaduras 
a partir de las ecuaciones de equilibrio de 
la estática y, en su caso, de las ecuaciones 
de condición. 

2.9.2 Determinación de tuerzas cortantes y 
momentos flcxionantes. También se determi- 
nan igual que en vigas, calculando los valo- 
res de la fuerza cortante y del momento 




noxloninfe en vanas HC< iones di* rada uno 
de los nnembrus del rn.m o. Para hacer este 
* íkulo se jp|¡( .m las definiciones de (ucr* 
/-i corlante y momento (lexionante presen- 
tadas en l,is secciones 2*7.2 y 2.7.3, 

En el análisis de marcos resuda de par- 
ticular importan* (a revisar el equilibrio de 
los nudos. Par*i hac er esta revisión conviene 
distinguir lus momentos que producen los 
extremos de los miembros sobre el nudo, lla- 
mados 

momentos de barra sobre apoyo, de 
los que producen los nudos sobre los miem- 
bros, llamados de apoyo sobre barra o 
momentos en los exiremos, fu la figura 2.13 
se muestra nuevamente el nudo II del marco 
de la finura 2. 12. Los momentos M OAt M UI y 
M Hn son momentos He barra sobre ¿poyo, 
mienlfas que los momentos M' M , M' y 
M' BD son momentos de apoyo sobre barra. 
C ,hI.i uno de los momentos de apoyo sobre 
barra es igual y de signo contrario al 
correspondiente momento de barra sobre 
apoyo. Así. los momentos y Aí' M son 
iguales y de signo contrario. En todos los 
nudos de un marco la suma de los momen- 
tos de barra sobre apoyo, o de los momen- 
tos de apoyo sobre barra, debe ser cero para 
que el nudo esté en equilibrio. Esta circuns- 
tancia permite que una vez calculados los mo- 
mentos en un miembro, se pueda proseguir 
con el cálculo de momentos en los otros miem- 
bro* que concurren al mismo nudo. De acuer- 
do ron eslo se pueden plantear las ecuaciones: 



o bien 



m h* * M 8i * M 0 n = 0 12.18) 



M '*4 * M 'k * m 'bo a 0 (2.19) 




Al' 



•) (- 



* VI 



Figura 2.13- Momentos de barra sobre ipoy 0 
de apoyo sobre barra 

En general para un nudo cualquiera: 

La notación de signos para mareos usa* 
da en esle texto es (al que los momentos de 
apoyo sobre barra en una viga se conside. 
ran positivos cuando su sentido de giro es el 
horario. En el extremo izquierdo de una viiy 
un momento de apoyo sobre barra positivo 
produce esfuerzos de tensión en la cora in* 
ferior de la viga y esfuerzos de compresión 
en la cara superior, figura 2*1 4a, mientras que 
en el extremo derecho de la viga sucede lo 
contrario, figura 2*146, ya que un momento 
negativo es el que produce tensiones en la cari 
inferior y compresiones en la superior Obsér- 
vese que en el a|X>yo izquierdo, el momento 
de apoyo sobre barra es el momento flexío 
nante en el apoyo, porque es el momento 
que actúa a la izquierda de la sección. £n 
cambio, en el apoyo de la derecha, el mo- 
mento de apoyo sobre barra es el flexiunante 
con signo cambiado porque aclúa a la dere- 
cha de la sección. Esta notación de sírfw* 
es congruenle con la de la sección 2*5. 

Para establecer el signo de los momen* 
los en columnas, en este texto se sigue U 



¿* — X Al 




Tensión 



*»1 2,1* < onvenelAn * na , a mom „ M[o ^ , 



SUttm 59 




> 



> 



Figura Convención de signos en columnas de marco* 



convención de considerar que la parte infe- 
rior de las columnas equivale al extremo iz- 
quierdo de las vigas, y la parte superior, al 
extremo derecho, figura 2. 1 5a, Esto equiva- 
le a considerar que las columnas se miran 
desde los puntos de observación indicados 
en la figura 2-1 5b. Los diagramas de momen- 
to flexionante se trazan siempre en la cara 
de '^s miembros en que existen esfuerzos 
de compresión. 

Las fuerzas cortantes en las columnas 
se consideran positivas cuando tienen el sen- 
tido indicado en la figura 2.6e, si la colum- 
na se mira como se muestra en la figura 2.1 5. 
Los diagramas positivos de fuerza cortante 
se trazan a la izquierda de las columnas, y 
los negativos, a la derecha. 

2*93 Determinación de fuerzas normales. Las 
fuerzas normales que actúan en los miembros 
de los marcos son generalmente las reaccio- 
nes de otros miembros del marco. Por lo tanto, 
las fuerzas normales pueden calcularse ais- 
lando cada miembro del marco, después de 
obtener sus diagramas de momento flexionante 
y fuefza corlante, y analizando las reacciones 
que producen sobre otros miemlnos. 



Ejemplo 2.10 



El marco de este ejemplo tiene 4 reacc 
fie apoyo y í ecuariooes de equilibrio Como 



también tiene una articulación de momento 
en el punto C, se cumple la condición n + c 
= r y el marco es, por lo tanto, isostático. 
También puede verificarse su grado de in- 
determinación con la ecuación r + im = 3n 
+ c (ecuación 2. 1 3)- En efecto, m vale i por- 
que el marco tiene tres miembros, r es igu< 
a 4, n es igual a 4 (incluyendo los apoyos) y 
c vale 1 porque hay una ecuación de condi- 
ción, la que indica que en el punto C el 
momento flexionante es nulo. 

Para obtener las reacciones, primero se 
planteó la ecuación de condición, calculan- 
do el momento flexionante en el punto C 
como la suma de las fuerzas a la derecha de 
la sección con signo cambiado. Esta ecua- 
ción permitió obtener una relación entre las 
reacciones R fx y R íy . Obsérvese que como 
no hay ninguna fuerza entre la reacción E y 
la articulación C, la resultante de R í% y R £> 
debe pasar por el punto C para que el mo- 
mento flexionante sea nulo en este punto. 
Esto se ha indicado con línea punteada en 
el ejemplo. 

Después se plantearon las tres 
ecuaciones de equilibrio EAf . = 0. f — 0, 
v E/" c 0. Por las características del marco, 
con la primera de estas ecuaciones ya se pu- 
dieron obtener las reacciones R^ y R ffr v con 
cada una de las otras dos ecuaciones se ob- 
tuvo una de las reacciones fallantes; no fue 
necesario, por lo tanto, resolver el sistema 
de cuatro ecuaciones con cuatro Incógnitas, 



romo mu imIi* i*n Ayunos < .ivf>v Lm sentidos 
de tos reacciones no se conocen di* ante- 
mil no. Puede entnm es suponerse < UiilquiVr 
sentido y sí os correrlo, al resolver la** 

" N i»* ■■ se obtiene el valor de la reac- 

ción con signo positivo* Por el íontrarlo, si 
el resultado es negativo, el sentido supuesto 
es opuesto il que realmente tiene la reac- 
ción* Esto sui edró con la reac ción ff*, que 
resultó ron signo negativo; su sentido co- 
rrecto es pues de deret ha a izquierda y no 
como eslií mostrada en el croquis. En mu- 
chos cosos, el sentido correcto puede esta* 
blecerse de antemano |>nr simple Inspección, 
tn este mismo ejemplo, si Id fuerza aplicada 
de 12 ton en el punto B actúa hacia la 
derecha, la reacción R^ debe ser de sentido 
contrario. 

Obtenidas las reacciones, se calcularon 
las fuer/as corlantes, los momentos 
flexionante* y las íuer/as normales. En el 
miembro AB la fuerza cortante es constante 
e igual a R M , ya que no actúa ninguna fuer* 
za entre los puntos A y 8. De acuerdo con la 
convención de signos, esta fuerza cortante 
es positiva, ya que si se observa la columna 
AB desde el interior del marco, figura 2.1 56, 
la reacción /?. actúa hacia arriba (recuér- 
dese que el sentido corréelo es contrario al 
del croquis). En el punto B del miembro BD 
la fuerza cortante es igual a la reacción R Át . 
Es positiva porque aclúa hacia arriba y se 
mantiene constante hasta el punto de apli- 
cación de la carga de 18 ion. En este punto 
toma un valor de +6 - 18 & -12 que se 
mantiene constante hasta el punto /). Para ob- 
tener la fuerza cortante en el miembro ID 
conviene observarlo como se indica en la 
figura 2.156. Se ve que la fuerza cortante es 
igual a la reacción R lt , es positiva porque 
actúa hacia arriba, y es constante porque a 
lo largo del miembro no hay ninguna carga 
apli* tida. 

Para obtener el diagrama de momento 
flexjon.mte en el miembro AH. si* p llf (e «Ir 
un momento nulo en la artii ulación A* Elle 




Figura 2.lfc. (Mernnnai mn del signo do mom^. 
ios llexionanles en el nudo B del ejemplo Mq 

momento va aumentando ya que en cual- 
quier sección es igual a R Á% y, siendo y | a 
distancia de la sección al punto A. El mo- 
mento es positivo porque su sentido es ho- 
rario si se toman las fuer/as a la izquierda 
de la sección (desde el punto de observa- 
ción de la figura 2.15b). El momento 
flexionante en el punto B del miembro 80 
puede obtenerse con su signo correcto ira- 
ahuIo un diagrama de cuerpo libre del nudo 
B, figura 2.16. Siguiendo la notación de li 
figura 2.1 3, el momento M M vs un momeo* 
to de barra sobre apoyo y es, a la vez, 
el momento flexionante en el extremo 8 del 
miembro BA porque es la suma de los 
momentos que actúan a la izquierda de la 
sección; como ya se había determinado, es 
positivo. En cambio, para el extremo B del 
miembro BD el momento flexionante es el 
momento de apoyo sobre barra M' my ya que 
éste es la suma de los momentos 0,110 actúan a 
la izquierda de la sección. En la figura 2.16 
puede verse que si el momento M SA es positi- 
vo, el momento M p[¡ debe ser negativo pjrj 
que la suma de momentos en el nudo sea cero, 
ecuación 2.20, y si M BO es negativo, M'„y » 
sea, el momento flexionante, debe ser (¡osilivo 
tn cualquier sección localizada entre 
el punió B y la fuerza vertical de 18 ion. vi 
momento flexionante en el miembro BD# 
igual a + 1 8 ton-m más el producto Rjt, don- 
ile * es la distancia del punto B a la sea ion 
'«nsideuda. ( orno el momento (¡y 
sentido horario, es positivo y se %uma «I 
momento de + 18 lon-m. Bajo la carga 
centrada x vale J m y el momento líexion.»^ 



total alcanza un valor de 16 ton-m. A la de- 
recho de Id cargo concentrad el momento 
ilexionante empiezo o disminuir por la ac- 
ción de esta misma fuerzo que produce un 
momento negativo (antihorario). Al llegar o 
lo articulación C el momento llexiononte tie- 
ne que ser nulo. Después continúa dismi- 
nuyendo hasta llegar al punto D con un 
valor de -36 ton-m, que puede obtenerse 
de la siguiente mañero 

M n = + 18 + R M (91 - (18) (6) ■ -36 lon-m 

El momento (lexiononle en cualquier 
sección del miembro íD puede obtenerse 
multiplicando la reacción R f por la distan- 
cia y del punto £ a la sección considerada. 
Desde el punto de observación de la figura 
2 A 5 los momentos son horarios y están pro- 
ducidos por una fuerza que actúo a la iz- 
quierda de la sección; por lo tanto los 
flexionanles son positivos. En la figura 2.17 
se ha trazado un diagrama de cuerpo libre 
del nudo D. Puede verse que los dos mo- 
mentos flexionantes, el que corresponde al 
miembro Dfl y el que corresponde al miem- 
bro Di, son de barra sobre apoyo. Por lo 
tanto, deben tener signo contrario para que 
el nudo esté en equilibrio. 

Nótese que el diagrama de momentos 
flexionanles se ha trazado, en el ejemplo, 
de tal forma que siempre queda en la cara 
de los miembros donde hay esfuerzos de 
compresión. Así, en los miembros AS y £D, 
como los momentos son positivos, habrá es- 
fuerzos de compresión en lo que sería la 
cara superior de los miembros si se consi- 
deran como vigas desde tos puntos de ob- 
servación de la figura 2.15, o lo que es lo 
mismo, en la parte i/quierda de los miem- 
bros vistos en posición vertical. En la viga 
BÜ f los momentos positivos producen es- 
fuerzos de compresión en la cara superior, 
y los momentos negativos producen esfuer- 
zos de c ompresión en la cara inferior. Esta 
conven< ión para el ira/o de los diagramas 




Figura 2.17. Determinación del signo de momen- 
tos flexionanles en el nudo l) del ejemplo 2.10 

de momentos flexionanles resulla convenien- 
te cuando los marcos son de concreto refor- 
zado; ya que el acero de refuerzo se coloca 
donde hay esfuerzos de tensión, se puede de- 
terminar fácilmente la cara donde debe co- 
locarse, ya que es aquella opuesta al lado en 
que se han trazado los diagramas. 

Para terminar este ejemplo se ha traza- 
do el diagrama de fuerza normal. En el miem- 
bro AB la fuerza normal es constante e igual 
a la reacción R Ayf ya que en cualquier sec- 
ción transversal del miembro tiene que ha- 
ber una fuerza normal de compresión que 
equilibre a esta reacción. En el miembro BD 
hay una fuerza normal constante de 9 ton, 
que se obtiene como la diferencia de R^, que 
actúa hacia la izquierda, y de la fuerza hori- 
zontal de 12 ton aplicada hacia la derecha 
en el nudo B. En la figura 2.18 se muestra el 
diagrama de cuerpo libre del cual se obtiene 
la fuerza normal en BD. Y en el miembro £D, 
la fuerza normal es constante e igual a R ly . 



12 ían -r- 



B 















Figura 2.18. Dl«r»m« de cuerpo libre de la 
columna AB del ejemplo 2A0 



EiEMPLO 2.10. RESOLUCIÓN DE UN MARCO ISOSTÁTICO 
CON ARTICULACIÓN INTERIOR 



U Ion 



=r 



íi m 



I H (on 



R 



3 m 



O 



i m 



\ 




4 m 



R 



3 m 



3^,-4^=0 



Vi* 



La reacción en £ debe pasar por C. ya que el tramo de marco entre C y £ no tiene 
cargas externas. 



) LM. = 0 



- <>ft t, -M,, *18x3+12x6=0 
+2R,, s!26 

■ 9 ton 
R, « 12 Ion 



IliMI'IO 2.10 itontinu,n¡ón> 



H M »9-12=-líon 

R Ay =18-12 = 6 fon 
DIAGRAMA Ü( MOMIN IO f LI XIONANT X. 

36 

18 

líi 




M„ « » IxG ^ Ulton-m 
M„ * -0 x 4 - - !f»|rvi-m 




Fjrmplo 2.11 

M plantea un man o que lleno una i olomna 
MK Nnadj 1 1 apoyo 4 es libre, por lo que la 
hmi t ion es |jerpendl< ulor al plano en que 

puede desh/ar el jpoyo, mientras que el 

apoyo /J e* .iriÑ ulado y hene por lo tanto 
íJov mc^Kmt.is de reacción Ya que hay ires 
Ini omitas He rea< i i<jn y tres e# uaclones de 
equihhrro, e| mar* o es rsosl-itir o. 

1'ara # alr ular las «mi < lonet, Conviene 
prolongar las ríos columnas hasla su punto 

de «nlwwf irtn O. Corno las reaccione* /í^ 
V "/, t pasan por este punto, no producen 
momento, y se puede despejar direr lamen 
te e| valor de lomando momentos aire- 
r|efli>r rje i ; Si después ,| ( . v < nmpune /í 
M tu* r om ponen tes horizontal y verlic al, si* 
puerlen i al* uÍAt estas r ornponenles c on las 

ecuaciones If t - o y tl ¥ - 0 fonlendo las 
' omponentes se i ale ul.t |,i tv,u i irtn loial W 
Mor M'Milta ser ríe / 0'» loiii A f nnhnuar Irtrl 
^ dewnmpone la íuer/a horizontal He >u 
ton en una (omponenlf perpenHu i^l.tr a hi 
l (HuffMa Alt y crfra pjralrla a dl< ha - ofurn 
fie. i lio riHullj í onvemenle, c ornóte vmA a 
conlmuanón, para i ah ular las „< clonM 



Internas en la * olumn.i y para revisar el equi 
librío del nudo /(, 

En la parlo siguiente del ejemplo te 
presenta el análisis de cada miembro. Fre- 
zando con la columna AH, se nene la rcji- 
firtn H A en el extremo >\ y las componente* de 
la ( arga He r >0 ton. f on estas luer/as so pur 
den cok ular las fuer /as cortantes, lai turr/j* 
normales y Iia momentos ílexionantrs a lo lie 
l¡o del miembro. Así, entre los puntos A y A 
no hay fuer/.i < orlante porque no has ninflfr 
na (uer/a perpendicular al miembro; entre 
A' y tf ( la fuer/a cortante es la componente 
transversal de la fuerza de r »() ton, o EM JU 
Ion. | nlre y A' no puede haber monumlu 
Hexlonanle, jmto entre /I' y li la componía- 

de 40 ion produce un momenio 
(lexionante i K ual a 40 por la tfifUnt ' » 11 
wctlrtn considerada; en el punto « vjIp 
«XS - 200 Ion in. Entre A y A f l*i Í«W 

'ti Ufuerxede UmMrWi producida p« 

'<> roei < I6n « v mientras QUfl entre y " **' 
Mtma la romponente lonutludmal de Ij lu*"" 
/-> de Sí) (un. 

"n e( miembro IU w tienen, en ^ tt% 
"wmi «. la rea* < Wn luda alíJj», V 



Mano* | t S 



más He 1*1 carga distribuido v del momento 
de 2(H) ton-ro producido por 1a carga de 50 
ton^ A parlir de cstOS V*!oWKÍ so pueden 
calentar Lis tuer/as loriantes, momenlos 
rlexionantes v tuerzas normóle*, como se 
ilustro para el miembro 

En el miembro (7> se Donen las com- 
ponentes horizontal y vertical de la reacción 
a partir de las cuales se pueden i almiar 
las acciones internas a lo largo del miem- 



bro. Obsérvese que ve obtiene un momento 
(lesionante de J90 (on-ni en el punto t que 
coincido con el obtenido en ol mismo pun- 
to analizando el miembro BC t con lo cuil 
se tiene una comprobación de las operacio- 
nes. 

Con ios valores obtenidos en el anali 
sis de cada miembro, se trazan los diagramas 
de acciones internas presentados al Anal del 
ejemplo* 



f [IMPÍO 2JI. RESOLUCIÓN DE UN MARCO CON UNA COLUMNA INCLINADA 



DATOS 



RESOLUCIÓN: 



10 ton m 



SO ton 




-1 ni 



A m 




1M 0 «-50xU~10x-- + $t xlCi«0 
0^ »4875 Ion«- 



* 6 



6ft tovcft/ru fMftfUMS 



f|EMPlo l,n (conthwjtción) 




MIEMBRO BC: 



Dcstomponipndo P = 50 ion 
B 

*A /] fl .¿2 x 3=30ton 

! 8 "' p 2 .^ X 4 = 40.on 

> ' I 5 
/ | 

Aj, ( 

fi m 

MtEMBKO A8: 



V A . B =-40 ton 

M A>8= " 40 X ' S¡ " = 5 ' M B = - 200 ,0n -m» 

A/^. = +2.09 ton 

Nvs = -30 + 2.09 * -27.91 ion 



V s = -1.67 Ion 

B lOton/m c V c =-1.67 -(10)16) = -61.67 ion 

f rv~^rv~y-v~y-y-^ m s = -50 x4 = -200 ion-m 

200 ,on/mM — H M c = -200 -1.67x6-10x6x3 = -390 lon-m 

n b = N c = *o. s -«.75 ion 



Mil .VIBRO OC: 



m 



f MI • I A7 . Al. 67 



Kc-^o- +-18.75 ion 
M p «0 

W, * 48.75 x 8 s J90 lon-ni 
H n *N ( * -61.07 (un 



KtMPL0 2.11 (continuación) 



DIAGRAMAS: 



1 .67 ion 



61.67 Ion 




|M| 



~200ton.m 




190 ton.m 



|N| 




S 48,75 ton 



61.67 ton 



Ejemplo 2.12 

Se trata de resolver un marco de dos aguas 
con dos apoyos articulados y una articu- 
la* ión interior en el punió D. Hay cuatro in- 
rAgniias de reacción, tres ecuaciones de 



equilibrio y una ecuación de condición. Por 
lo tanto el marco es isostático. 

En primer término se calculan las reac- 
ciones. Va que el momento flexionante es 
nulo en la articulación 0, se puede obtener 
directamente el valor de la reacción R ír 
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Teniendo este valor, se pueden calcular des- 
pués con ecuaciones de unj sola incógnita 
las otras tres reacciones, sin necesidad de 
plantear un sistema de ecuaciones. 

A continuación se hace el análisis de 
caria miembro y de cada nudo, empezando 
con la columna AB. Se conocen las reaccio- 
nes en A. y como no hay ninguna carga ex- 
terna en la columna, las fuerzas F BA y F^, 
en el extremo B son iguales y de sentido 
opuesto a R Ay y R M , respectivamente. Para 
que el momento flcxionante en la articula- 
ción A sea cero, en el extremo B debe ac- 
tuar un momento anlihorario de 30 ton-m 
que equilibre al producido por la fuerza 
este es igual a la magnitud de la fuerza por Ta 
altura de la columna y tiene sentido horario. 

Después se ha trazado un diagrama de 
cuerpo libre del nudo 8 con objeto de ana- 
lizar la transmisión de fuerzas y momentos 
del miembro BA al miembro BC. En el tra- 
mo de columna actúan dos fuerzas y un 
momento que son iguales y de sentido 
contrario a los calculados en el extremo B 
de la columna AB en el paso anterior, mien- 
tras que en el tramo de la viga inclinada BC 
actúan también dos fuerzas y un momento 
que son las incógnitas que se deben despe- 
jar con las ecuaciones de equilibrio estáti- 
co. Estas últimas fuerzas, por conveniencia, 
se han trazado en forma paralela, X^, y per- 
pendicular. X pr al miembro. Puesto que las 
fuerzas en el miembro BA no coinciden en 
dirección con las fuerzas en el miembro BC, 
se han descompuesto las primeras en di- 
recciones paralelas y perpendiculares a las 
segundas, con objeto de poder aplicar des- 
pués las ecuaciones de suma de fuerzas en 
una dirección dada igual a cero. Así, la 
fuer/a vert.c al de 4fl.-,0 ton se desc ompuso 
en una paralela a BC, que es la fuerza X del 
diagrama, y una perpendicular, que es la 
fuerza X,. l o mismo se hizo con la fuerza 
m >J)0 ion. la fuerza longitudinal en H< 

% m ■ p * ,a *"m-» de las componentes 
longitudinales de las fuerzas de AHM) v loo 



ton, y la 'uerza transversal X m es la suma do u 
componentes transversales. Por lo q Ue 
refiere al momento en el miembro 8c (jen 
que ser igual y de sentido opuesto A \ 
momento en el miembro BA para q Uo t . 
nudo esté en equilibrio; es el momento de 
JO ton-m que se indica en el croquis. 

Se continúa con el diagrama de cuerpo 
libre del miembro BC. En el extremo B se han 
colocado, con signo contrario, la fuerza axial 
la fuerza transversal y el momento obtenidos 
en el paso anterior {X lu , X Bl y el momento de 
30 lon-m), así como la resultante dt* la carga 
distribuida de 4 ton/m. Planteando las tres 
ecuaciones de equilibrio, se han calculado las 
fuerzas y el momenlo en el extremo c efe) 
miembro, que se han denominado X CBl , X y 
Mf. H . Obsérvese que el eje X se tomó a ío largo 
del miembro y el eje Y , transversal mente. 

Continuando con la resolución del pro- 
blema, se planteó el diagrama de cuerpo libre 
del nudo C. En la parte izquierda se coloca- 
ron las fuerzas y el momento obtenidos en el 
paso anterior, con signo cambiado, y del lado 
derecho, las tres incógnitas. El momento del 
lado derecho tiene que ser igual al del lado 
izquierdo, por equilibrio del nudo, y las fuerzas 
se obtuvieron con las ecuaciones de equilibrio 
de fuerzas. 

Después se analizó el miembro CD 
poniendo como datos las acciones en el ex- 
tremo C, con signo cambiado, y la carga 
distribuida, y calculando, por equilibrio, las 
acciones en el extremo D. A continuación, el 
miembro ED, tomando como valore* 
conocidos las componentes de la reacción en 
í V y la carga aplicada de 1 0 ton, y despejando 
■>s fuerzas en el extremo D. Obsérvese que el 
momento en D tiene que ser nulo por tratarse 
de una articulación, Finalmente se analiza el 
nudo D, para comprobar que las acciones ób- 
lemelas en el extremo /í del miembro £0>ean 
'«nales a las calculadas en el mismo extrenw 
''del miembro CD. 

En la parte final del ejemplo se mucv 
""" I»* diagramas de fuerza normal, totrtí 
'«ríante y momento flexionanle. 



EIEMPI0 2.12. RISOIUÍ lON IX UN MARCO 1)1 DOS M.WAS 
CON UNA ARTICULAC IÓN INMRNA 



(MIOS 





■J10 J ► r - 10.44 m 



K) lufi 



Mi 



10 ni 



10 m 



tm 



i ni 



Calculo tu iaskiam k»ni\ 

De IW W ■ 0, para el miembro fffl 



<>«,,- 10 x i-0 



inri 



De I/. - 0, par.i lixloel marco: 
» 10- 5 • 5 ion *- 



De ZM, - 0, para lodo el mareo: 



2l)R Ay - 4 x 10 x 15- 8 x 10 x 5 + 10 x i »0 



K^- 48.50 lonT 



ANAIIM |)f MIIMHKOSY NUUOS 

Miembro AH: 



De Zl f ■ 0, para (rulo el marc o: 



^-4x 10-8x 10 + «, x -0 



K, ( - 71.50 Ion | 



1 ii»»i - m 



5 oo 



De If r «ü 



/ Mr «48irno.i i 



De limt) 



111 ,u 



f w - 5.00 ton 
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ejemplo 2.12 (continuación) 
Nudo fi: 




Xat *X 2 - X'¡ = 48.50senl6.7 -5.00cosl6.7 = 9.1 5 ton / 
X Bl = X, + X', = 48.50cosT6.7 + 5senI6.7 = 47.89 Ion. 

Miembro SC: 




(. ' 9.15 
JO ion - m 47.89 



U, =47.89- Í8.i1-X (w «0, X CBl -9.58 Ion 



II, «9.15-11.49 + X, 



X( B , = 2.34 ton /> 



XM, n 30 ♦ 47.89 y 1 0.44 - 38.3 1x 5.22 - M LB m 0, 



Ha " 330 lon-m 



M.m t« 



EJEMPLO 2.12 (tonUnuMiónl 



Nudo C: 




a - 'JO - 29 m 5G.6- 



Ka = X, + A', = 9.58cos56.6 + 2.34sen56.6 = 7.23 Ion ^ 
X Q = X. -X\ = 9.58sen56.6-2.í4c(is56,6 = 6.7l ion / 




Zl, =(í.7]*X fx , -76.62 = 0, Xqc, » 69.9 Mnn r 
If, • -7.23 + 22.98- Xot, -0, X^, - 15.75 ton\ 

XM D « U0*6.7tx 10 44 -76.62x 5.22- M, K "0. M, x «0.09 ion m - 0 
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EIEMPIO 2.12 (conlinuédón) 



Miembro IT): 



De ZF t = 0 



f nf ,= 71.S«on 



O 

I (l Í1WI 



ni, 



ni. 



De If. = 0 



F DI , = 5 ton 



71.5 



Nudo D: 




X D , « 71. Sscnl 6.7- 5cosl6.7 = 15.76 con ^ 
X a = 71 .5cos 1 6.7 + 5senl 6.7 = 69.92 ion/ 
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2.10 Determinación do reacciones, 
tuerzas corlantes y momentos 
flexionantes por el método de 

Ncwmaric 



Este método |>erniite calcular las reacciones, 
tuerzas cufiantes y móntenlos flexionantes con 
un procedimiento numérico tabular que sim- 
plifica las operaciones, especialícenle bajo 
condiciones de cargas irregulares. Se presen- 
tará el ntétodo primero para el caso de cargas 
concentradas y después se generalizará al caso 
de cargas distribuidas. El método también se 
aplica a la resolución de oíros problemas de 
mecánica estructural, como cálculo de defor- 
maciones, vigas-columna, pandeo, vibracio- 
nes, etc. En la sección 3.6 de este texto, se 
presenta su aplicación al cálculo de deforma- 
ciones en vigas. A través de los ejemplos si- 
guientes se ¡lustra el método aplicado a vigas 
sujetas a distintas condiciones de carga. 



2. W.1 Cargas concentradas 
Ejemplo 2,13 

Se presenta el caso más sencillo de un vola* 
dizo empotrado en su extremo derecho y 
sujeto a varias cargas concentradas. Debajo 
de la viga se ha trazado una tabla en la que 
se llevan a cabo los cálculos correspondien- 
tes. Las lineas verticales de la tabla se Ira- 
zan en las secciones de la viga en las que se 
desea calcular los valores de las fuerzas cor- 
tantes y de los momentos flexionantes. (Para 
fines de la explicación que se presenta des- 
pués, w llamarán secciones a las que coin- 
ciden con líneas verticales y segmentos o 
tramos a los comprendidos entre dos líneas 
verticales*, fn el caso de cargas concentra- 
rlas, los diagramas de cortantes y de mornen* 
U>s varían lincemente entre las cargas, asi 
que ron ralrular los valores en los puntos 
de ¿pin ación de las cargas, los diagramas 
quedan totalmente definidos. 



En el primer renglón de la tabla se h in 
escrito, en cada segmento, las distancias en. 
tre los puntos de aplicación de las car Ms 
Las unidades de medida se colocan en h 
extremo derecho del renglón. En el segundo 
renglón se ponen, en cada sección, las mag- 
nitudes de las cargas, P, con signo pósito 
hacía arriba y con signo negativo hacia aba- 
lo. En el tercer renglón se calculan las f uer . 
zas cortantes, V. Para ello, se van sumando 
las cargas comenzando en el extremo iz- 
quierdo del voladizo, en el cual se sabe que 
la fuerza cortante es nula por tratarse de un 
extremo libre. Así, la fuerza cortante de 
-2.0 ton en el segmento I -2 es la suma de V 
« Oy -2.0 en el extremo izquierdo (sec- 
ción 1); la de +1.0 en el segmento 2-3 es la 
suma de -2.0 en el segmento 1-2 y de +3.0 
en la sección 2. En el cuarto renglón se cal- 
culan los valores de Vh que vienen siendo 
las áreas del diagrama de fuerza cortante en 
cada segmento; estos valores son el produc- 
to del renglón 3 por el renglón 1. Y en el 
quinto renglón se calculan los momentos 
flexionantes como la suma de las áreas del 
diagrama de corlantes; esta suma se inicia 
también en el extremo izquierdo donde el 
momento flexionante es nulo por iratarsede 
un extremo libre. Así, el valor de -2.0 que 
aparece en la sección 2 es la suma del valor 
0 en la sección I y el valor de -2.0 en d 
segmento t -2; el valor de -0.5 en la sección 
3 es la suma de -2.0 en la sección 2 y *U 
en el segmento 2*3. Con los valores de Vy 
M calculados en los renglones 3 y 5. se tra- 
zan los diagramas c orrespondientes que 
muestran al final del ejemplo. 

Como se puede ver en este ejemplo* 

método consiste esencialmente en obww 

los valores de la fuerza cortante como ti 
suma de las cargas a la izquierda de rada 
secc ión, y (os valores de los momento* 
n«tlonante* como la suma de las -»c¿$ w 
diagrama de fuer/a cortante. Es un m<W> 
^ •nlegración numérica. En este ej^P** 
s.»Ih- por las condiciones del probto"" 
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que unto la fuerza corlante como el momeó- 
lo flexionante son nulos en el extremo de la 
viga, y la tnteRracidn numérica pudo iniciar- 
se en esa sección. Por lo general, no se sabe 



de antemano dónde se tiene alguna sección 
de fuerza cortante o de momento flexionante 
nulos. En el siguiente ejemplo se ilustra una 
manera de resolver este problema. 



EJEMPLO 2.13. RESOLUCIÓN DE UN VOLADIZO POR EL MÉTODO DE NEWMARK 
DATOS: 
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Ejemplo 2.14 

Se resuelve en este ejemplo una viga libremen- 
le apoyada con (res cargas concentradas. Se 
presentan dos maneras de resolver esle caso 
con el método de SJewmark. En la primera, se 
ha calculado por separado la reacción en el 
exfremo izquierdo de la viga. Eslo permite 
conocer el valor de la fuerza cortante.V, en 
dicho extremo y por le» tanto en el segmento I - 
2; es el valor de 2.58 que aparece en la sección 
I del renglón 3. Conoc ido este valor, puede com- 
pletarse el renglón 3 sumando de izquierda a 
derecha los valores del renglón 2 (los renglones 
I y 2 se escriben con los datos del problema). El 
renglón -I se obtiene igual que en el ejemplo 
anterior. Y el renglón 5 se obtiene sumando los 
valores de Vh desde el extremo izquierdo, don- 
de se sabe que el momento ílexionante es igual 
a cero. Como comprolwción de los cálculos se 
llega a un valor de M también igual a cero en el 
extremo derecho de la viga. 

En la segunda manera de resolver este 
ejemplo, se procede como se indica a conti- 
nuación. Se supone un valor cualquiera de la 
reacción en el extremo izquierdo, que es igual 
a la iuerza cortante en el segmento 1-2; en el 
ejemplo es el valor de +1.50 que aparece en 
el segmento 1 -2 del renglón 3; se ha denomi- 
nado a este renglón con la letra V para indi- 
car que es un valor provisional de K A partir 
de estos valores de V"se calculan los de Vh y 
los de M'de la misma manera explicada en el 
párrafo anterior, pero al llegar al extremo de- 
recho de la viga se encuentra que el momento 



no es nulo como debe corresponder a u n 4n , 
yo libre. Esto se debe a que el valor supu¿¡ 
de la reacción en el extremo izquierdo ¿Tu 
viga no coincide con el valor correcto. Se \¡ 
troduce entonces en la viga lo que se || a(ry 
una configuración correctiva, que consiste ^ 
aplicar en su extremo derecho un rnorrwT 
del mismo valor pero de sentido contrario 2 
que resultó en dicho extremo en el renglón \ 
con el fin de que el momento final sea nulo* 
Esta configuración correctiva se muestra al fi. 
nal del ejemplo. De hecho, se ha aplicado uii 
momento externo de -6.50 ton-m que es de 
signo contrario al flexionante que se desea 
introducir de +6.50 ton-m. Se puede ver que 
el momento introducido produce una fuera 
cortante constante de +1 .083 ton a lo largo de 
la viga, valor que resulta de dividir el momento 
correctivo de 6.50 ton-m entre el claro de la 
viga de 6 m, y un momento flexionante que 
varía linealmente de 0 en el extremo izquierdo 
a 6.50 en el extremo derecho. La fuerza cor- 
tante correctiva se ha anotado en el renglón 6 
como V ( . Sumando los renglones 3 y 6 se 
obtienen en el renglón 7 las fuerzas cortantes 
correctas V. En el renglón 8 se han calculado 
las áreas correctas del diagrama de fuerzas 
cortantes Vh, y en el renglón 9 los momentos 
correctos M empezando con 0 en la sección 1 
y sumando los valores del renglón 8 de izquier- 
da a derecha. Como comprobación de los 
cálculos se llega a un valor de M igual a Oen 
el extremo derecho de la viga. Esta segunda 
manera de resolver el problema es más general 
que la primera y más recomendable. 
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EIEMPLO 2.14 (continuación/ 
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EJEMPLO 2.14 (continuación) 
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2. 10.2 Cargas distribuidas 

El procedimiento para resolver vigas con 
cargas distribuidas consiste en sustituir la 
carga distribuida por cargas concentradas. 
Ya que se tengan las cargas concentradas, la 
resolución se efectúa como se vio en los 
ejemplos anteriores. Las cargas concentradas 
deben ser equivalentes a la carga distribui- 
da, en el sentido de que las fuerzas cortan- 
tes y momentos (lexionantes producidos por 
ambos tipos de cargas sean iguales en 



determinados puntos. Esto se ilustra en li 
íigura 2. 1 9. La carga distribuida en el tramo 
A-B se sustituye por las dos cargas concen- 
tradas P y p de tal manera que la fuer/3 
cortante y el momento flexionante en los pu«- 
tos A y B sean iguales con ambos tipos de oír- 
g-i, aunque difieran en el interior del Ir-»" 0 
En las figuras 2.19a y 2.196, se muestran o* 1 
"-'/o lleno los diagramas correspondiente * 
'■i cargas concentradas y con línea i*^ 
<la, los correspondientes a la cat^a ^"T^ 
da. En los puntos A y 8, los diagramas de* 1 
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coincidir A continuación se muestra la forma 
de calcular las cargas concentradas equiva- 
lentes distinguiendo dos casos: que la carga 
distribuida lenga una variación lineal o que 
tenga una variación no lineal. 

Cuando la carga tiene una variación li- 
neal, como en la viga de la figura 2.20a, el 
procedimiento consiste en sustituir la carga 
en un tramo cualquiera n, n + 1 , figura 2.20b, 
por las reacciones de una viga libremente 
apoyada sujeta la misma carga, figura 2.20c 
Estas recciones pueden calcularse con los 
principios de Estática ya conocidos. Así, si 
se considera que la carga trapecial se susti- 
tuye por una carga uniformemente distribuida 
y una carga triangular, las reacciones ten- 
drán los siguientes valores* Para la carga uni- 
formemente distribuida 




y para la carga triangular 



/Kb-a) 



p . _Mb-a) 



3 



Sumando ambas reacciones en cada punto 
se obtiene 

^/ufc**) |221| 

6 

h(2b + a) 

^n+\ ; 12.22) 



En el siguiente ejemplo se ilustra la apli- 
cación de estas ecuaciones, así como algunas 




nwrieras en que el método puede simplificarse 
con el fin de reducir los cálculos numéricos. 



^=11(2X0) + (-2.50)1-^*^3 



Ejemplo 2.15 

Se trata de una viga libremente apoyada con 
una carga que aumenta linealmente de 0 a 
2.50 lon/m entre las secciones 1 y 2; des- 
pués permanece constante entre las seccio- 
nes 2 y 4; y después decrece también 
linealmente entre las secciones 4 y 5. La viga 
es simétrica y tiene un claro total de 8 m. La 
división de la viga en segmentos se puede 
hacer de muchas maneras, pero conviene 
hacerla de tal modo que no resulte un nú- 
mero excesivo de segmentos y de que se 
definan secciones en los puntos donde cam- 
bia la configuración de la carga o donde se 
desea conocer con exactitud los valores de 
la fuerza cortante y del momento flexio- 
nanie. La división de la viga de este ejemplo 
en los cuatro segmentos mostrados cumple 
con eslas recomendaciones. 

En el renglón 1 se ha anotado la longi- 
tud de cada segmento, 2 m. En el segundo, 
la magnitud de las cargas distribuidas, p, en 
las secciones correspondientes. En este ejem- 
plo, se ilustra la manera de aprovechar la 
simetría de la viga para reducir los cálculos; 
así, las cargas se han anotado sólo en la mi- 
tad izquierda de la v.ga. En el renglón J apa- 
'• - en la» cargas concentradas equivalentes 
calculadas ion las ecuaciones 2.21 y 2.22 
Asi, para el segmento 1-2 se tiene; 



/k, = |(2(-2.50) + 0) = -^ = -,. 67 



y para el segmento 2-3, 

^-|[a(.2.50)- 250]= -2.50 -P m 

Obsérvese que P„es en todos los casos 
la carga en el extremo izquierdo del tramoy 
p n.i es ,a carga en el extremo derecho, ya 
que con esta notación se dedujeron las 
ecuaciones 2.21 y 2.22. 

Los renglones 4 y 5 se utilizan para cal- 
cular las fuerzas cortantes. Se trabaja si- 
multáneamente en los dos renglones de la 
siguiente manera. Como la viga es simétrica, 
se sabe que la fuerza corlante es nula en el 
punto medio, o sea, en la sección 3. Por lo 
tanto, se inicia el llenado de los renglones 4 
V 5 anotando 0 en la sección 3 del renglón 
4. A partir de esta sección se calculan las 
tuerzas cortantes sumando las fuerzas de de- 
recha a izquierda y cambiando el signo. Así. 
ol 0 en la sección 3 del renglón 4 y la lue'W 
<'e -2.50 en el extremo derecho del segmen- 
to 2-3, con signo cambiado, dan el valof o* 
+2.50 que aparece en el renglón 5, segrw"- 
2-3. Este valor, sumado al de -2.50 qu* 
aparece en l a parte derecha de la sección 1 
li,n srgn,, cambiado, da el valor de +5.i» 
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I iiíiif.i 2.2 1. ( eqinvalufllQ IQl»l 

«i una sección 

que aparece en la seccIÓrt 2, renglón 4. Oe 
esto manera se completan los renglones 4 y 
V < íhsvfww que los valores de l>n el ren- 
glón 4 son valores exacto* mientras que los 

de V en el renglón 5 son valores promedio, 
puesto que si la carga es distribuida, lo fuer- 
za corlante no es constante en los tramos 
correspondientes. 

Ln el renglón í> se t ale ulan los momen- 
tos flexionanles* Se puede empezar en el ex* 
tremo izquierdo de la viga, porque al ser un 
apoyo libre, el momento es nulo en ese pun- 
ió. A partir de ese extremo, se van sumando 
los valores de de cada segmento. Obsér- 
vese que en este ejemplo no se calculó el 
renglón con los prrxluc los Vh, porque como 
h es constante, se ha factorizado en el ex* 
tremo derecho del renglón 6. Cara calcular 



los HHHnenlos reates, h.iy que enjlliplu «ir en 
toncos los valores del renglón h por el v-ilor 
de h » 2 m. 

Fn iitgunas oí asiónos no interesan los 
valores exactos de la fuw/a corlante en las 
secciones, sino únicamente los valores pro- 
medio en los segmentos y los valores exactos 
do lus momentos (lexionantcs en las leccio- 
nes. Cuando es asf, en vez de calcular Un 
fuer/as concentradas equivalentes a ambos 
lados de cada sección, se puede calcular la 
fuerza concentrada equivalente total en 
la sección. Esta fuerza puede obtenerse su- 
mando los valores de P ñ ^ % en el extremo de- 
recho del segmento do la izquierda y de P n 
en el extremo izquierdo del segmento de la 
derecha, figura 2.21. Estas fuerzas son las 
denominadas P 2 y / J , en dicha figura. De 
acuerdo con las ecuaciones 2.21 y 2.22, 

P 2 « A(26 + a)/f» 
y la fuerza total /'será por lo tanto 



P = />(a + 46 + c)/b 
EJEMPLO 2.15, VIGA CON CARGA DISTRIBUIDA NO UNIFORME 
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N+ 1 



N- 1 



i - I 




n* 1 



figura 2.22. Carga con distribución no lineal 



Ejemplo 2.16 

Se resuelve la misma viga del ejemplo ante- 
rior, calculando las fuerzas equivalentes to- 
tales en las secciones 2 y 3. El valor de 
-4-17, por ejemplo, resulta de aplicar la 
ecuación 2.23 de la siguiente manera: 



Cuando la carga no tiene una d¡st r ,h, 
ción lineal, puede obtenerse por l n RPn ^; 
una aproximación suficientemente preci^ 
su función de variación, suponiendo que $J 
función es una parábola de segundo orad*? 
En la figura 2.22 se muestran dos tramos con 
secutivos de una viga con una carga q Ue ,¿ 
ne las ordenadas a, b y c en los p Unio " 
N - 1 , N y N + 1 , respectivamente. Se p üede 
suponer que la función de la carga se puede 
representar por la ecuación y = Ax 2 + g* , 
C, y ajusfar las constantes A, B y C para q ue 
la curva pase por los puntos N - 1 , Af y n t 
I . Si se eligen los ejes de coordenadas como 
se muestra en la figura 2.22, las coordena- 
das de los puntos W-l,NyN + i serán, 
respectivamente: í-h, a), (0, 6) y ffi; 
c>. Sustituyendo estos tres pares de coorde- 
nadas en la ecuación de la curva, se obtie- 
nen las tres siguientes ecuaciones: 



?2 =-(0+4x2.50+1x2.50) = 4.1 7 



Sólo se calculan las fuerzas cortantes 
promedio en los segmentos, por lo que no se 
tienen los valores exactos de fuerza corlante 
en las secciones. 



a = Ah 2 - Bh + C 
6 = C 

c = Ah 2 + Bh + C 

Resolviendo este sistema de tres ecua- 
ciones se determinan las tres constantes. A, 



■16, RESOIUCIÓNU SANDO LAS FUERZAS EQUIVALENTES TOTALES 
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/í y C ^ I* 1 ecuación de la parábola, l 
resultados son: 



A 



a + c-3b 
c - a 
6 



mero el »(rea de l,i i ^rga m el tramo n, n * 
/* V el momento di* primi-r filien del ¿r»a 
respecto || punió n tas eiuauones corre* 
pondientes sun Lis Mguírhlrs: 



* ■* c ~ 2/> * r - a » 
• : — * + 61 



v l*i ecuación de la parábola; en función de 

las ordenadas de la función da carga a, b y 

c. resulta ser 



a + c - ¿b 2 



i_ .t 

2/i 



(2.24) 



a+r-2b 



* 4 c - a i b t 



Conocida la re nación de la parábola, 
se pueden calcular las cargas concentradas 
equivalenles que se* indican en la finura 2.23. 
Como puede verse, se ha denominado 
^nn-x ' ¿ ^'S* 1 concentrada en el punto n 
del segmento n, n-l; P n . }n & lo carga con* 
centrada en el punto n~l ael mismo tramo y 
así sucesivamente. Los valores de las cargas 
concentradas equivalentes se t aU ulan como 
las reacciones de vigas libremente apoyadas 
que están sujetas a una carga que sigue 
la ecuación 2.24. Asi, si se quiere calcular 
la tuerza concentrada P ntí 9 se calculan pri- 



M n (7c + 66-a) 



Ahora se puede calcular la carga P 
tomando momentos respecto al punto n 



Despejando el valor de P 



24 



(2.25) 



La fuerza concentrada P„ n , y puede cal- 
cularse restando la fuer/a P n , l rt del área A: 



n - i 



h 



h 



m. i. a 



b c 
h 



y i' l' 



*¡R<*ra 2.23. <" .i<k.í* «on« enlrncl.it injKívjli'im'* 
(i*** dnuihm ton no IiwhI 



l2.J(0 



Los valores de las caobas l' n , „ y í° „ é «_i 
pueden obtenerse de las licuaciones ya de- 
ducid*l tomando las ordenada* de izquier- 
da a derecha en vez de tomarlas de derecha 



é\tritt ttttjy \ ¡Un (i 



I t/quirrria. Se obtienen la* siguientes 

ecuaciones: 



24 



(2.27> 



Cuando no so rc*<|iiK a ro el valor exacto 
de la fuerza corlante en las secciones, pue- 
de calcularse la fuerza concentrada equiva- 
lente total sumando P , y f*^. 



^ = — U+IGfo + c) 



U 29) 



En el ejemplo 2.17 se ilustra Id aplicj- 
ción de estas ecuaciones. 



Ejemplo 2.17 

Se trata de una Viga con dos apoyos libres y 
un voladi/o en el extremo derecho, con una 
carga distribuida que sigue una variación 
parabólica que queda definida por los valo- 
res depen las secciones 2 y 3. Estos valores 
de p están expresados en términos de una 
constante p n que se anota en el extremo de- 
recho del renglón 2 y que tiene unidades de 
fuer/a entre longitud. 

En el renglón 3 se han i alentado las fuer- 
;enlradas equivalentes con las 
2,25 a 2.28. fac Ion/ando la cons- 
tante h/24 en el extremo derecho del renglón. 
Pí>f ejemplo, en el a|x>yo de la i/quierda. 



en el Ulo ih tv< Uu i\v l.i s.-, clófl ¿. 




En este ejemplo, se sabe que l,i fuer/* 
cortante en el extremo del voladizo es nula. 
Por lo tanto, conviene iniciar el cálculo de 
Ven el renglón 4 poniendo 0 en este punto. 
A partir de este valor se suman los valor** 
de P de derecha a izquierda cambiando el 
signo. El 0 en la sección 4 más la fuerza 
-13,35 con signo cambiado da el valor dt 
9 de +13.35 en el segmento 3-4 del ren- 
glón 5. Este valor más la fuer/a Pde -24.03 
con signo cambiado da el valor de +37.18 
para V en el renglón 4, a la derecha de la 
sección 3. Al llegar a este punto, se debe 
sumar la reacción en el apoyo derecho, cuyo 
valor no se conoce. Lo que se hace enion* 
ees, es suponer un valor de dicha reacción, 
como en el ejemplo 2.14, para posteriormen- 
te introducir una configuración correctiva. 
En este ejemplo, se supuso una reacción de 
1 14,71, que sumada a la carga concentrada 
equivalente de -34.71 , da por resultado utu 
fuerza de 80,00 en el apoyo derecho de 
la viga. Este valor, cambiado de signo y su 
madoa la tuerca cortante de 37,38 que apa- 
rece a la derecha del apoyo, da el valor de 
-42*62 en el renglón 4, a la izquierda de Ij 
sección 3, Ahora ya se puede continuar su- 
mando de derecha a izquierda hasta conv 
plelar los renglones 4 y 5. 

Para calcular los momentos flexional 
en el renglón 6, se puede empezar en el apo- 
yo izquierdo y también en el extremo dere- 
cho de la viga, ya que en ambos punto* e' 
momento (lesionante es nulo. Así se ha he- 
cho en el ejemplo; de la sección 1 a l¿ 
c lón 3 se sumaron los valores de V ^ 
"quierda a derecha, y di- la sección 4 a «> 
" i < ion \ so Mimaron de dere* ha a i/qu^-' 
Cambiando el signo. Al llegar a la s^""* 
por ambo* laminuv se Mega con val'"* 



Rvjt rtonm, fuer/a* cort.*nt#i y móntenlo* wx/ivurtfr* por pt mMntta th> AJmvrturfc fllí 



HtMPLO 2-17. VIGA CON DOS APOYOS V CARGA PARABÓLICA 
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diferentes. Sin embargo, los valores del mo- 
mento flexionanle lienen que ser iguales a 
ambos lado» riel a{>oyo. La diferencia se debe 
a que el valor que se supuso para la reac* 
i i^>r * i*n *■! a|>oyo rlerocfk) ftO fuC < *>rtt*< u>. 
Por lo tanto, debe incluirse una < onligura* 
f ión correctiva. Lslo se hace introduciendo 
un momento de 42.92 + 13.35 ■ 5h.27 .i la 
rlerwhj riel ,ipoyo derecho, figura 2,24, y-' 



(|ue el valor de -13-35 es correcto* Este mo- 
mento correctivo produce una reacción ha* 
cia abajo (negativa) en el apoyo izquierdo y 
una fuer/a cortante correctiva V% constante 
entre los dos apoyos de 56,27/2 » 2B. U. con 
signo negativo. Esla fuerza corlante 
correctiva, renglón 7, se suma a la* fuerza 
COrtanMi calculadas provisionalmente en Wf 
renglones 4 y 5 para obtener las luerzas cor 
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i .1 J Monu-nlu conectivo 



-28.13 



-28.13 



( b > Reacciones 



-28.13 
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( c í Diagrama correctivo de fuerza corlante 




(MI 



52.67 



d i Diagrama correctivo de momento (lesionante 



Figura 2.2 1. Configuraciones correctivas del ejemplo 2.1 7 



tantos finales en los renglones 8 y 9. Suman- 
rio nuevamente los valores de V a partir del 
apoyo izquierdo, se obtienen los momentos 
finales en el renglón 10. Obsérvese que 
ahora sf so llega al mismo momento en el 
apoyo der« ho sumando <le izquierda a derecha 
v sumando de derecha a izquierda. 



Ejemplo 2.18 

Se ilustra la resolución de una viga con uw 
articulación interior, y con cargas dísln^uid-* 1 
concentradas simultáneamente. U ca'S' 
distribuida tiene una variación Unjj¡¡ 
renglón 2, por lo que las cargas concentré 



ftoMrionrt, luvr/4\ t otUntrs y mamonto\ ltf**tonjnto* por et mAtodo <fo N0wm.uk B7 



equivalentes se calcularon con las 
ecuaciones 2*21, 2,22 y 2.23, esta última en 
las secciones 2, 3 y 4, en las que se tienen Lis 
cargas equivalentes luíales en el renglón 3; 
son las cargas denominadas P t en el ejem- 
plo. A las cargas concentradas equivalentes 
hay que sumarles las conc entradas que tiene la 
viga original, renglón 4, Así, en la sección 4 
se han sumado la equivalente total de -15 ton 
t on la concentrada real de -6 ton, pero como 
se ha factorizado el término 4/6 en los 
renglones * y 4. las 6 ton deben multiplic ar\r 
previamente por el recíproco de este término, 
6/4, con lo que se obtienen - 9 ton para sumar 
a la concentrada de -15 ton. En la sección 6 
se coloca únicamente la concentrada real de 
~5 ton, pero multiplicada también por 6/4. Por 
eso en la sección 6 del renglón 4 aparece una 
carga de -7,5 ton; al multiplicarla por el factor 
de 4/6 queda la carga con su valor original de 
-5 ton. 

Los renglones 5 y 6 pueden empezarse 
simultáneamente en el extremo derecho, ya 
que se sabe que tanto la fuerza corlante como 
el momento flexionante son nulos en el extre- 
mo del voladizo. La fuerza corlante V resulta 
entonces de 7.5 en el tramo 5-6, el momento 
flexionante igual a 0 en la sección 6 y a -7.5 
en la sección 5; son los valores encerrados en 
rectángulos que son definitivos. El renglón 5 
no puede continuarse, de derecha a izquierda, 
después del tramo 5-6, ya que no se conoce la 
reacción en fi. Se supuso entonces un valor de 
V igual a 0 en el tramo 4-5, con lo cual ya se 
[hkIo completar el renglón 5, pero con valores 
tentativos a partir tU* este tramo. A continuación 
w completó el renglón 6, sumando de derecha 
a i/quierda los valom de V a partir del valor 
definitivo de M' en la sección 5. Los valores 
de M 'son tentativos ya que se basan en el valor 
también tentativo ck' V» 0. 



En el renglón de M' pu erie verse que 
en la sección 2 aparece un momento 
flexionante de -73.5, cuando tiene que ser 
igual a cero, ya que en esta sección hay una 
articulación. Por lo tanto, es necesario 
introducir una configuración correctiva, tal 
que introduzca un momento de +7 1.5 en esa 
sección. Esto puede lograrse, como se 
muestra en la parle inferior del ejemplo, con 
una reacción hacia arriba en el apoyo B que 
tenga un valor de 73,5/3 ■ 24,5, ya que con 
este valor se introduce un momento 
flexionante de +73.5 en la articulación y el 
momento final será igual a cero. Esta 
reacción también produce, desde luego, 
momentos flexionantes correctivos en las 
otras secciones, como también se muestra 
en la parte inferior del ejemplo. Es impor- 
tante observar que la configuración correc- 
tiva se extiende basta el empotramiento de la 
izquierda. Sumando los momentos correc- 
tivos del renglón 7 a los momentos tentativos 
del renglón 6 se obtienen los definitivos del 
renglón 8. 

En este ejemplo, las fuerzas cortantes 
definitivas en cada tramo se obtuvieron 
como las diferencias entre los momentos 
flexionantes en las secciones que delimitan 
el tramo. Por ejemplo, en el tramo 1 -2, es la 
diferencia entre los momentos de 0 en la 
sección 2 y -38,5 en la sección 1 . También 
pudieron obtenerse sumando a las fuerzas 
cortantes V el cortante correctivo de -24.5 
producido por la reacción aplicada en 8. 

Existen casos de vigas con articula- 
ciones interiores en los que la posición de 
la articulación permite resolver el problema 
directamente, sin necesidad de plantear 
configuraciones correctivas. El lector puede 
en este momento consultar la primera parte 
del ejemplo 3,11 del capítulo 3, hasta el 
renglón 4, Ahí se ilustra un caso de este tipo. 




O 2.18. RESOLUCIÓN DE UNA VIGA CON ARTICULACIÓN INTERIOR 
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2. 1 Para cada una de las siguientes vigas, establecer sí son ¡sostJticas. hiperestálicas o 
inestables. En caso de que sean hiperestálicas. calcular el grado de indeterminación. 
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9o Camama nauaeti 

2.2 Calcular ol grado de indeterminación de cada uno de los siguientes marcos 




x<^\ ^ S777 




\\\\\ 



/777 



-e- 



~\^\\\ 




\V\\\ 
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frmadura" 1 ^ 8rad ° S ^ inde,erminación ext ^nos e internos de las siguientes 




2,4 Calcular las reacciones en los apoyos de (as siguientes vigas 
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2-5 Cdkutar las reacciones en los apoyos de los siguienles marcos: 
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2.6 En cada una de las vigas del problema 2.4 establecer las funciones que representar, 
a la fuerza corlante y al momento flexionante, y trazar los diagramas correspondientes. 
Determinar en cada caso el valor del momento flexionante máximo y la secetón en 
que ocurre. 

2.7 Trazar los diagramas de fuerza corlante y momento flexionante en los marcos del 
problema 2.5 

2.8 Obtener los diagramas de fuerza corlante y momento flexionante en las siguientes 
vigas por el método de Newmark. 
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Deformaciones 



3.1 Introducción / S.2 Icorí«i de la viga 

. i.i.tíi.i / ;t.'> Cálculo do dftforeuclonci por 

el método de la doble integración / 3.4 
Cálculo de deformaciones ulili/ando los 
teoremas área-momento / 3.5 Método de 
la viga conjugada / i.h Método de Newmarlt 
/ 3,7 Cilculo de deformaciones por 
mélodos energéticos / 3.8 Teorema de 
Maxwell y Ley de Bclti 



3.1 Introducción 

ti cálculo de las deformac iones que sufre un 
elemento estructural o una estructura com- 
pleta bajo la acción de cargas u otro tipo de 
acciones resulia importante por dos razones 
principales Una es que existen límites per- 
misibles a las deformaciones lanío por mo- 
tivos de seguridad como estéticos- ftx ejemplo, 
suele establecerse que la deformación de 
una viga no exceda de una cierta fracción 
de su claro o que el desplazamiento entre 
dos pisos consecutivos de una estructura de 
varios pisos sujeta a fuerzas laterales no 
exceda de cierta fracción de la allura del 
entrepiso, 1 En ambos casos, además de pro- 
dut o una mala aparten* ta, tinas deforma* iones 
excesivas pueden producir daftos en otros 
'Amentos estructurales o no estructura les, 

S*l ■ ■ ■ \<> una * onvi'H* %<m u*uaf, se denomina pho 
al mv, I m qur tr tm «t-ntra r\ sUtrma htifl/onMl 
d# Ioim y U*\*> tW una rslfuctuf* v IftMpttfl -*\ 
*+pM»*'t**H»+i*luU*rí*i*iU>s MivninnwKulívm. 
t m AHut* tW friOrpiWJ **» U allura - u- Ut i nlumnav 



causar sensación de inseguridad a los ocu- 
pantes de un edificio y. en el segundo caso, 
amplificar el efecto de las ate iones por una 
pérdida significativa de la verticalidad de la 
estructura. 

La segunda razón es aún más importan- 
te para los fines de este texto. Se recordará 
que en el Capitulo 2 se estableció que en las 
estructuras hiperestáticas existen más incóg- 
nitas que ecuaciones de equilibrio, y que jjor 
lo tanto no pueden resolverse utilizando úni- 
camente dichas ecuaciones. Se requiere ob- 
tener ecuaciones adicionales hasta lograr 
establecer un sistema en el que el número 
de incógnitas sea igual al de ecuaciones. Pues 
bien, las ecuaciones adicionales se plantean, 
como se verá en los siguientes capítulos, 
analizando las condiciones de deformación 
de los miembros de la estructura o de toda 
la estructura. Por eso resulta fundamental 
disponer de métodos que permitan el cálcu- 
lo de las deformaciones. 

Los métodos que se presentan en este 
capitulo permiten el cálculo de deforma- 
ciones en elementos isostálicos. Esto es su- 
ficiente para (a resolución de estructuras 
hiperestáticas. Las deformaciones a las que 
se hace referencia son de tíos tipos: rotaciones 
o giros, y deflexiones 2 o flechas. En algunos 
textos a las rotaciones se les llama delorma- 
ciones angulares y a las deflexiones se les 
llama deformaciones lineales. Las rotacio- 
nes se representan en este texto con la letra 
0 t y las deflexiones con la letra A. 

En la figura 3.1 -a se ilustran las deforma- 
ciones que puede tener una viga empotrada 
en un extremo y articulada en el otro. En el 
extremo A la rotación B A tiene que ser nula, 
por tratarse de un empotramiento- En el 
extremo ti la rotación tiene un valor 0^ dife- 
rente de cero, ya que el apoyo permite el 
giro. Se muestra también la deflexión en un 

' I a palabra i/W?eiíf>nnn existe en el Dicnimario de 
fa Kral A* fdffflU MpiAolft pero pin *r* uva*ta am 
pitamente, H juI<* la lia incorporad* lOT t0t M 
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Figura 3.1. Deformaciones de una viga empotrada y libremente apoyada 



punto cualquiera C que tiene un valor El 
giro en el punto C sería el ángulo que forma 
la tangente en G con la posición original de 
la viga, en este caso con la horizontal; se re- 
presenta como 6 ( y se muestra en forma 
amplificada en la figura 3.1-6, A veces inte- 
resa conocer la rotación relativa entre dos 
puntos de una viga, por ejemplo, entre los 
puntos Dyf, mostrados en la figura 3.1 -c. 
f sta rotación relativa se llama también cambio 
angular; es el ángulo que forman las tangentes 
a ambos puntos de la viga. Se representa como 
flp,, o sea, con un doble índice que indica 
lo* dos puntos en cuestión. 

la* deformaciones que puede experi- 
mentar un marco se ilustran en la figura 
ín tos empotramientos A y f no puede ha- 
ber giros, por lo que 8^ y 8, son nulos, tn 
cambio en el apoyo articulado f) de la co- 
lumna IX si puede haber un giro B fy SÍ el 
marco naos stmétrk o, como en este raso, o 
mi tujefo a fuer/as laterales, puede des- 
pla/artf hoii/onl jlmrnle y tendría una 
rU-MrMon horizontal A r Si no sv t (insirieran 
longHudlnalesenla*viga*, las 



deflexiones horizontales de los nudos ByC 
serán iguales a las del nudo £ , y por lo tamo 
& ñ = A c « A f . Es importante observar que tos 
ángulos que forman en los nudos los miem- 
bros de la estructura deformada son iguales 
a los de la estructura no deformada. Pore» 
los nudos se llaman nudos rigióos* Esto se fu** 
tra en forma amplificada en la figura 3.2-6 en 
la que se muestra el nudo /*. Si la columna 
AB y la viga BC formaban un ángulo rectoen 
la estructura original, las tangentes en B a 
ambos miembros en la estructura defornta* 
da deben formar también un ángulo recto 
Obsérvese también que si no se consideré 
deformaciones longitudinales en las colum- 
nas, los nudos B, C y £ permanecen en <* 
misma Ifnea horizontal es decir, no sed**- 
plazan ni hacia arriba ni hacia ¿bajo. í n ' ¿ 
figura i,2-.i se han marcado con unosp«^ 
ftos circuios las secciones en las que c ** m :* 
la curvatura de los miembros- Éstos son 
puntos de inflexión en los que el mon* nf 
flexionanle vale cero. , 

En el párrafo anterior se Uuo la WgJ 
w He no considerar deformaciones I*" 1 * 1 
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figura J.2. Deformaciones de un marco 



dinales, alargamientos o acortamientos, en 
los columna* y en la* vinos del morco. Esto 
hipótesis es usual porque los deformo* iones 
producidos por los momentos flexionontes 
son en general mucho mayores que los pro- 
ducidos por los cargos axiales. También son 
mayores que los producidos por fuerzas cor- 
tones. Por eso en los nrólodos que se verán 
más adelante sólo se consideran deformacio- 
nes por flexión, pero en realidad los miem- 
bros estructurales tienen los tres tipos de 
deformaciones y en algunos casos es conve- 
niente calcular los otros dos. Los métodos 
i orrespondientes coen fuera del ol< once de 
este texto. 

Aunque en este capitulo so presentan 
métodos poro el ( Mi uto pret iso de deforma* 
i iones, es conveniente adquirir la habilidad 
para trazar la forma aproximad.» de estructu- 
ras deformadas. I vid puede ho< erse atendiendo 
a las retir ice iones que presentan los apoyos, 
al prini ipio de conservar los ángulos que 
forman los miembros en nudos rígidos y la 
longitud original de los miembros, y otros 
< onsiderac iones geométricas y de i argas se 
melantes. El trazo del marco deformado de 
U figuro |*2*j es un ejemplo, peni en tada 
r aso hoy que anali/or las carai terístfeos de 

'<* i*Stl 
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a imponaric 



1 .1 



del»e a que la forma di< 
oda da una buena idea 



de 



'slrtH tura 
signo de 



los momentos flexiononles en las distintas 
zonas de la estructura. Asf, en ef morco de 
la figura 3.2 y usando lo convención de 
signos del capítulo 2, se sabría que en la 
columno Ali hoy momento negativo entre el 
empotramiento A y el punto de inflexión 
marcado en esta columna, porque lo curva- 
turo es cóncavo hacia abajo, mientras que 
entre el punto de inflexión y el nudo B el 
momento es positivo, porque es cóncava 
hacia arriba. El mismo análisis se puede ha- 
cer para los otros miembros del morco. El lec- 
tor puede tra/or así el diagrama de momentos 
flexiononles, en forma cualitativo, de esta es- 
tructura hiperestálica. Con el uso generalizado 
de los progromos de cómputo paro analizar 
estructuras, este método es muy útil para 
detec lar errores grandes en la alimentación de 
datos o en el modelado de la estructuro. 



3.2 Teoría de la viga elástica 

El objetivo de esta teoría es establecer las 
relai iones existentes entre los deformo* iones 
de una viga de un material homogéneo y elás- 
tico y los momentos flexiononles producido* 
en la viga por un sistema cualquiera de car- 
gas. Considérese una viga libremente apo- 
yado, con un sistema de cargas, como lo 
mostrada en U figura J.3*#, v tómense dos 



secciones A -A y BB scp.1t.1djs una distancia 
infinitesimal oV So suimne, en esM teoría, que 
al deformarse la viga sus secciones trans- 
mutes continúan siendo planas, hipótesis 
conocida como de Íuler-Bernoulli. Por lo 



tanto, en la figura 3.3-fo, donde se m Uost 
la viga deformada, se indica que U s ^ 
cioncs A-A y B-B ya no son paralelas, ¿J" 
siguen siendo planas, por lo que están J* 
presentadas por líneas rectas. 
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En la figura 3.3-c se muestra en forma 
amplificada el tramo de viga comprendido 
entre las secciones A-A y B B. El ángulo que 
forman las tangentes en ambas secciones, o 
rotación entre las dos secciones, de acuer- 
do con la notación antes planteada, es 9 Af1 
que se representa por d8 ya que las seccio- 
nes están separadas una distancia diferencial. 
Este ángulo es igual al formado por las rec- 
tas que pasan por las secciones A'A y B-B al 
intersectarse en el punto O. Examínese aho- 
ra el triángulo EBD formado al trazar por el 
punto E una paralela a A-A, figuras y d. 
El lado DB representa el alargamiento que 
sufre la fibra inferior de la viga por efecto de 
la deformación. Su magnitud es igual a la 
deformación unitaria por la longitud original 
entre las dos secciones transversales, o sea 
que DB = edx. La deformación unitaria, a 
su vez. es igual al esfuerzo, f t dividido entre 
el módulo de elasticidad del material. £, de 
acuerdo con la Ley de Hooke. Por lo tanto. 



DB = 



fdx 



13,11 



£1 esfuerzo f se puede calcular con la fór- 
mula de flexión o fórmula de la escuadría como 



f _Mc 



(3-2) 



donde M es el momento flexionante en la 
sección, c es la distancia del eje neutro a la 
fibra más alejada e / es el momento de iner- 
cia. Sustituyendo la ecuación 3,2 en la 3,1 
se obtiene: 



D6 
EB 



< i A) 



Sustituyendo la ecuación 3.1 en la i. 4 
y observando en la figura 3.3*dque EB « c. 



(3.5) 



Ahora bien, como la distancia entre las 
secciones A-A y B-B es dx t observando la fi- 
gura 3.3-c puede plantearse la ecuación 



<3.6> 



donde p es el radio de curvatura. Sustituyen* 
do la ecuación 3-6 en la 3.5: 



2_ M 



(37) 



Recuérdese ahora que el radio de cur- 
vatura es el reciproco de la curvatura, la cual 
se define como la razón de la variación de la 
dirección de una curva entre dos puntos de 
la misma 3 . Si la dirección de la viga elástica 
en la sección A-A es 9^ y en la sección 8-fi 
es 8 fi , figura 3.3-c, el cambio de dirección es 
9 AB = dQy la razón de la variación es igual a 
este cambio angular entre la longitud del arco 
FE, que se representa como d$. Por lo tanto, 
si la curvatura se representa con la letra k, 
su valor será: 



ds 



(3.8) 



(3.3) 



Observando el triángulo EBO y toman* 
do en cuenta que las deformaciones son 
pequeñas, 



Ahora bien, la tangente del ángulo (t en 
cualquier punto es la pendiente de la curva: 



Vi\lM\ por r|t*ltiJ»lo. W<MÍ4"1 A. l.faPVHW 

DMMnrtal« intivjr limusa, iw.pr 



10.' fV*-;>M, l««H>» 



í.mO 



dx 



11 Mi 



i/2 



Derivando .imbos miembros de (3.9): 

tHtanO) d'y 
dx " ( /x J 



Puesto que 



«A dx 



Dividiendo la ecuación 3.13 entre U 
3. 1 4, y tomando en cuenta la definición d c 
(310) curvatura en la ecuación 3.8, así como | a 
de radio de curvatura, que es el reciproco de 
la curvatura: 



K= i Ai 

p 



(3.15) 



i • 



= |1*M(i-tí| — 



V por la ecuación 3.9: 



dx 



dx 2 



dx 



(3.11) 



-r a 12) 



Sí las deformaciones son pequeñas, 
como se est.1 suponiendo, el término dV/tf*. 
que représenla la pendiente de la curva, es 
pequeño en comparación con la unidad, y 
su cuadrado es todavía más pequeño. Por lo 
tanto, el denominador de la ecuación 3.15 
puede aproximarse a la unidad. Haciendo 
esla simplificación y sustituyendo este valor 
de l/p en la ecuación 3.7 se obtiene: 



Despejando d& / dx: 



tfiy/ 
r/Q / dx 2 



dx 



1 



.í"> 



(3.13) 



Si los ircOl ion pequeños, su longitud 
pucrle < .,!( ular por el teorema de l'itágorns 



i OfflO 



d* } -fin* tdy 1 
f)f rlonrJr sr flcvlui iv 



(:;:)'- 



-4 



dx' 



M 
El 



|3.16> 



Las ecuaciones 3.5 y 3.1 6 permiten ob- 
tener por integración la rotación, B, y M 
deflexión, y, en cualquier punto de una viga , 
o sea, para un valor determinado de »• tn 
efecto, integrando la ex nación 3.5, o una W 
la ecuación 3.16, se obtiene 



8 = j£dx (3-171 
e ,n *egrflndo dos veces la ecuación 3.16: 



(I. I» 1 
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Estas cío* ecuaciones permiten obtener las 
deforma* k >m ^ de una viga elástica en función 
del momento M, que generalmente es una fun- 
ción de x, aunque en algún caso puede ser 
constante. El módulo de elasticidad / es tam- 
bién constante en la mayoría de los casos a lo 
largo de la viga» El momento de inercia es cons- 
lante si la viga es de igual sección a todo lo 
largo; si no lo fuera, debe expresarse también 
como función de x. Debe recordarse que es- 
tas ecuaciones sólo son válidas para deforma- 
ciones pequeñas producidas exclusivamente 
por flexión, y para vigas de material de com- 
portamiento lineal y elástico, de acuerdo a las 
hipótesis hechas durante su deducción. La viga 
deformada que cumple estas condiciones sue- 
le llamarse curva elástica. 



3.3 Cálculo de deformaciones por el 
método de la doble integración 

Las rotaciones, 6. y las deflexiones, y, de una 
viga pueden calcularse integrando las 
ecuaciones 3-17 y 3. 18 obtenidas en la sec- 
ción anterior La primera integración pro- 
porciona las rotaciones y la segunda, las 
deflexiones. Al llevar a cabo estas integracio- 
nes aparecen constantes de integración que 
deben determinarse a partir de las llamadas 
condiciones de frontera, que vienen siendo 
valores de las deformaciones que dependen 
de las condiciones de apoyo de la viga, y de 
condiciones de continuidad de la viga. Por 
ejemplo, en un empotramiento la rotación 
de la viga y su deflexión deben ser nulas; en 




KM rm oi iu i aau B 



un apoyo Ubre; puedé haber rotación pero 
no deflexión; en Una viga simétrica en carga 
y geometría Ij rotación al centro del claro 
debe ser nula. Las condicionen de continui- 
dad se establecen considerando que la cur- 
va elástica debe ser continua, a menos que 
baya circunstancias especiales que permitan 
una discontinuidad en deflexión o rotación; 
por ejemplo, una articulación intermedia 
permite una discontinuidad en rotación. En 
fin, estas condiciones de frontera o de conti- 
nuidad deben ser determinadas en cada caso 
particular. El trazo aproximado de la viga 
deformada o curva elástica resulta útil para 
hacer esta determinación. 

En cuanto al momento M que aparece 
en las ecuaciones 3.17 y 3.18, y que como 
se ha dicho generalmente es una función de x, 
debe revisarse el intervalo de validez de las 
funciones. En los puntos de aplicación de 
cargas concentradas cambian las ecuaciones 
correspondientes al momento. El trazo de los 
diagramas de momento flexionante ayuda 
también para llevar a cabo esta revisión. 



CONVENCIÓN DE SIGNOS 

En la figura 3.4 se ilustra la convención de 
signos, congruente con la convención para 
momento flexionante del capítulo 2 y con la 
deducción de las ecuaciones 3.1 7 y 3. 1 8 de 
la sección anterior. Los momentos que se 
muestran en la figura 3.4-a son positivos y 
hacen que la viga se deforme con una con- 
cavidad hacia arriba. Los ejes de coordena- 
das indicados en la figura 3.4-6 son positivos 
y coinciden c on los de la figura 3.3-a. En el 
tramo de viga A H de la figura 3.4-6 crecen 
los valores de y y de x, o sea, tanto dy como 
dx son positivos. Por lo tanto, las deflexiones 
y serán positivas hacia arriba y las rotacio- 
nes ft serán positivas cuando el gi ro sea 
antihorario (contrario a las manecillas del 
reloj) según se muestra en la figura. 



Ejemplo 3.1 



Se obtienen expresiones para cal (u t a , 
rotaciones y deflexiones en un voladizo . 



jeto 



a carga uniformemente distribuida X 
supone que la sección transversal es C J* 
tante por lo que también lo es el valor 



En primer término se ha trazado ia 



elástica en forma aproximada, en la cual 
puede ver que tanto la rotación corno T 
deflexión deben ser nulas en el empotJ 
miento. Después se obtuvo el momento 
flexionante en el empotramiento con \¡ 
expresión wf 2 /2 y la ecuación del mome* 
to flexionante en cualquier sección que re. 
sultó: 



M(x)=*-9 + 6x-x 2 



A continuación se aplicaron las ecua- 
ciones 3.17 y 3.18 sustituyendo el valor de 
M por la función anterior. Obsérvese que» 
la primera integración aparece una constan 
te de integración C, que hay que incluir en 
el integrando de la segunda integral. Deesu 
manera en la expresión para 8 aparece U 
constante C, y en la expresión para y apare- 
cen esta misma constante y una nueva que 
surge al realizar la segunda integración. C r 
Las dos constantes pueden obtenerse a pa< 
tir de las dos condiciones de frontera 8, = Ü 
V Ya = 0. Para este ejemplo ambas constan- 
tes resultaron nulas. 

Ya obtenidas las constantes de integra- 
ción, pueden plantearse las ecuaciones »<«- 
'es para calcular la rotación y la deflexión en 
cualquier punió de abscisa x. Eslas ecuacio- 
nes quedan en función de El. que por # 
constante se factorizó en la integración. 9*' 
calcular valores determinados de la 
que quedará expresada en radianes, o * » 
«e-flexión, que quedará en unidades 
g'tud. deberán sustituirse los valores coff* 
pondientes de x y de EL Ya que la cargJ * 
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expresó en ton/m 2 , el valor de x deberá estar 
en m. el de f en ton/m 2 y el de t en m A . 

En el ejemplo se calcularon la deflexión 
en el extremo del voladizo, o sea para 
x= 3m, y la rotación al centro del claro, para 
x « 1.5ro. Obsérvese que ambas quedaron 
con signo negativo, la deflexión porque la 
viga se deforma hacia abajo y la rotación 



porque gira en sentido horario respecto a la 
horizontal Estos signos son congruentes con 
la notación planteada anteriormente. El pro- 
blema también puede resolverse en térmi- 
nos de una carga vv y un claro t con lo cual se 
obtiene una expresión general para calcular 
las rotaciones y deflexiones de un voladizo 
con carga uniformemente distribuida. 



EJEMPLO 3.1- DEFORMACIONES EN UN VOLADIZO POR EL MÉTODO DE INTEGRACIÓN 



CURVA ELÁSTICA 




]0b ftot*m«M»H-s 



IJfMPLO 3,1 fcofitinuMián) 



rjIAOKAMAV)!: MOMÍSH >S f I ÉXlONAN f f S 



0 ton - nt v 



f> tu 




CAltUlO DÉ ROTACIONES Y DEFLEXIONFS 



I 

£/ 



5/ 9^ =0, 6 = 0para x = 0. .'.G,aO 
5' Y/\ = 0, y = 0 para x = 0, f, C 2 = 0 
Deflexión máxima : x = 3m 




1 



,2 * 



3 



del claro: x- 1.5 



ni 



I [ -486 + (27HI2J-81 
f/l 12 
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Se pide cal* ular la rotación en el apoyo A y 
l.i deflexión en el punto fí de una viga libre- 
mente apoyad-i con una carga concentrada 
de 13 ton en el punto 0. La viga está fabri- 
cada con un perfil de acero estructural IR 
457 x 96.7, o sea, 457 mm de peralte y 96.7 
kg/m de peso. En el Manual de Construcción 
en Acero del IMCA 4 puede verse que el 
momento de inercia de este perfil es de 
44,537 cm 4 (páginas 68 y 69). 

Se traza la curva elástica considerando 
que en los apoyos A y C puede haber rota- 
ciones, pero no puede haber deflexiones. 
También se traza el diagrama de momentos 
flexionantes y se plantean las ecuaciones que 
representan las dos líneas rectas que consti- 
tuyen el diagrama. La primera ecuación es 
válida únicamente entre el apoyo A y la carga 
concentrada, o sea, para 0S xS2 ( mientras 
que la segunda lo es entre la carga concen- 
trada y el apoyo C, es decir, para 2 £ x S 6. 
Obsérvese que parax = 2, ambas ecuaciones 
son válidas. Esto servirá para establecer, 
según se muestra más adelante, las condi- 
ciones de continuidad. 

Después se sustituyen las ecuaciones 
que representan al momento flexionanteen 
las ecuaciones 3 . 1 7 y 3 . 1 8, obieniéndose las 
ecuaciones 1 a 4 del ejemplo. Las dos pri- 
meras corresponden al tramo 0 < x < 2, y las 
otras dos, al tramo 2 S x S 6. Nótese que al 
hacer las integraciones han aparecido cua- 
tro constantes de integración, C f a C r 

A fin de determinar las constantes de 
integración deben plantearse cuatro condi* 
ciones de frontera y/o continuidad. En el 
ejemplo, pueden plantearse dos condiciones 
de frontera observando que en los apoyos 
no puede haber deflexiones. Esto significa 
que si en la ecuación (2) se hace x * 0, el 
valor de y también debe ser 0, y lo mismo si 

4 Imiilulo Mt-xk jno ti* l-i í omfrwc írtn i*n Ai ero. 
"MiniMl dvCOnfttuecbtn *n A^o«>, StruiuI* itU 
trio, Vol. 1* UMUSA, M*xko, 19*10. 



en la ecuación *4í se hace x = 6. De esta 
manera se han obtenido las ecuaciones <5) 
y 16) del ejemplo. Por las condiciones del 
ejemplo, no es posible plantear otras condt* 
cíones de frontera, pero sí pueden plantearse 
dos condiciones de continuidad. Éstas son 
que tanto la rotación de la viga como su de- 
flexión, en el punto de aplicación de la car- 
ga, deben ser las mismas si se calculan con 
las ecuaciones (1 ) y 42) como si se calculan 
con las ecuaciones (3) y (4). O sea, que para 
x = 2. deben coincidir los valores calcu- 
lados con las ecuaciones correspondientes a 
los dos tramos de la viga, ya que ésta es 
continua en dicho punto. Expresando estas 
igualdades se han obtenido las ecuacio- 
nes (7) y (8). 

Ahora se tiene un sistema de cuatro 
ecuaciones con cuatro incógnitas y resolvién- 
dolo se pueden obtener las cuatro constan- 
tes de integración, C, a C 4 . Es frecuente que 
al plantear las condiciones de frontera o con- 
tinuidad, algunas constantes de integración 
resulten nulas. Es el caso de la constante C. 
en este ejemplo. Por esta razón el grado del 
sistema de ecuaciones suele reducirse. 

Teniendo los valores de las constantes 
de integración, ya pueden calcularse Q A e y 8f 
que son los valores pedidos. En el ejemplo, 
primero se calcularon en función de El, por- 
que es más fácil trabajar con esta constante, 
y luego se sustituyeron los valores correspon- 
dientes. Es importante observar que como 
las ecuaciones de los momentos flexionantes 
se plantearon con unidades de metros y to- 
neladas, los valores de £ y de / se plantearon 
con unidades de ton/m* y de m\ respectiva- 
mente. 

El lector deberá observar que la de- 
flexión calculada no es la máxima que ocurre 
en la viga. Para obtenerla, puede determi- 
nar primero en qué punto la rotación es nula, 
es decir, dónde es horizontal la tangente a 
la curva elástica, ya que en ese punto será 
máxima la deflexión. Esto puede hacerse 
igualando a cero la ecuación de la rotación 
9 expresada en términos de x . Como hay dos 



ecuaciones* la Mí y la f 3 > del ejemplo, se 
pueden igualar las dos y revisar en cuál de 
las dos es válido el valor de X obtenido. En 
esre ejemplo, al observar la curva elástica 
trazada cualitativamente, puede verse que 
la deflexión máxima se presenta a la dere- 
cha de la carga concentrada, hacia el centro 
del claro, por lo que conviene empezar igua- 
lando a cero la ecuación (3) del ejemplo, 
previa sustitución del valor de la constante 
de integración C\. El lector puede compro- 
bar que el valor resultante de x es 2.73 m, 
que efectivamente está a la derecha de la 
carga concentrada. Sustituyendo este valor 
de x y el de las constantes de integración en 



la ecuación (4) del ejemplo se obtiene u 
deflexión máxima que resulta de -0.65 C m 
El método de la doble integración n* 
suele resultar el más expedito para el cál Cu . 
lo de deformaciones- En este segundo ejenv 
pío, aunque se trató de un problema muy 
sencillo, se llegó a un sistema de cuatro 
ecuaciones para poder determinar las cons- 
tantes de integración. Para condiciones efe 
carga más complejas, el número de ecuacio. 
nes simultáneas aumenta considerablemente 
Existen otros métodos más prácticos, algu* 
nos de los cuales se plantean en las siguien- 
tes secciones, que también están basados en 
la teoría de la viga elástica. 



EJEMPLO 3.2. CÁLCULO DE DEFORMACIONES EN UNA VIGA LIBREMENTE 
APOVADA POR EL MÉTODO DE INTEGRACIÓN 



D4TOS 



15 ton 



B 



2 m 



4 m 



Viga de acero IR457 x 96,7 

£ = 2 X 10 6 kg/cm 2 , I = 44.537 cm 4 

Calcular la rotación en A y la 
deflexión en B 
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ElfMPLO 3.2 (continuación) 



OI AGRAMA Ot MOMÍNTOS FLEXIONANTIS 




b 



Para OS 2. M<x)=10x 



Para 2£x£6, M{x) = lOx - I5(x - 2) = 30- 5x 



CÁICUIO DE ROTACIONES V DEFLEXIONES 



Para 0Sx£2 



ni 



* — I -x J + C|X +C 2 



(2) 



P^ra 2 £ x S 6 



•-J|f*- ¿J«30- 5xJ t yx=¿(30x-|x í -fC l ) 



(3) 



»» II ti» 2 



ti 6 



EJEMPLO 3.2 (continuación! 

condiciones de fronte ka 

Sí < = 0, ymQ 



SU = 6, y = 0 



^I0) + C|(0) + Cj»0 



1*6) ¿ -|í6) j +Q<6) + C 4 =0 



360 + 6C, + C 4 =0 



CONDICIONES DE CONTINUIDAD 

Sí * = 2, los valores de 6 y y son iguales en los dos intervalos 

5t2) 2 + C, = 30(2)-|{2) 2 + C, 
-30+C,-C 3 »0 

|(2) J +C,(2) + C 2 = 1 5Í2) 2 - 1(2) 3 + C 3 <2) + C 4 



-40 + 2C 1+ C 2 -2C,-C 4 =0 
Resolviendo el sistema de ecuaciones: 

C, - -33.33;C 2 = 0;C 3 * -63.33;C 4 = 20 
Rotación en A: 



ft* ■* Jíis^ -2i22 



El 



radianes 



Deflexión en B: 



1 



, <2>»- 33.33(2) L- 



53.33 



£7 



ni 
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EIEMPLO 3.2 (continuéciánf 



Sustituyendo los valorea de E e I 

13-33 



2*10'x*14537xlO 



= -3,7x10 radianes = -0.2 ' 



Y 8 = " 



2x10' x44537* 10~ 



= -O.OOMtm ^ -O f>0 cm 




3.4 Cálculo de deformaciones 
utilizando los teoremas 
área-momento 

Estos teoremas fueron planteados original- 
mente por Otto Mohr y después revisados y 
formalizados por Charles E. Green en 1 872, 
por lo que se conocen también como Teore- 
mas de Mohr o Teoremas de Green. Consi- 
dérese una viga simplemente apoyada con 
un sistema cualquiera de cargas como la 
mostrada en la figura 3.5-a. Se había demos- 
trado en la sección 3-2, en referencia a la 
figura 3,3, que la rotación, dQ f entredós sec- 
ciones separadas una distancia diferencial dx 
podía calcularse con la ecuación 3.5: 



<ffl = — dx (3.5) 
El 

Obsérvese que el segundo miembro de 
esta ecuación es el Area del diagrama de 
momentos flexionantes, dividido entre el tér- 
mino ti, que tiene como base dx t o sea, el 
pequeño rectángulo marcado con sombra 
más oscura en la figura 3.5-b. 

Sí se* quiere ahora calcular la rotación 
<*ntre dos secciones separadas una distancia 
no diferencial, tomo las secciones A-A y 6-fl 
de la figura 3.5-a, puede Integrarse la ecua- 
ción 3.5 entre las secciones mencionadas: 



A A 

Esta ecuación indica que la rotación 
entre las secciones A- A y S-6, o sea, el ángu- 
lo que forman las tangentes a ambas seccio- 
nes como se muestra en la figura 3.5-c, es 
igual al área del diagrama de Vi U entre di- 
chas secciones* Esta área es la que se muestra 
con sombra menos oscura en la figura 3.5-fo 
La ecuación 3.19 es la expresión matemáti- 
ca del Primer Teorema Área-momento o 
Primer Teorema de Mohr; 

La rotación o cambio de pendiente entre 
dos secciones cualesquiera de una viga 
elástica es igual al área del diagrama de 
momentos flexionantes entre e*as dos sec* 
ciones dividido entre EHM/Bí). 

Recuérdese que en la convención de 
signos, figura 3-4, una rotación positiva tenía 
el sentido antihorarro. Por lo tanto, un diagra- 
ma de momentos positivo, como el de la fi- 
gura 3.5-6, produce un giro antihorario al 
pasar de la tangente en A a la tangente en B. 

Ahora considérese la figura 3.5-d. Trá- 
cense las tangentes en los extremos del ele- 
mento dx y prolónguense hasta la vertical que 
pasa por la sección A-A. La distancia entre 
las dos tangentes dt puede calcularse, con- 
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suíerando que las deformaciones son peque- 
ñas, con la ecuación: 

dt*xct8 I3.20J 

Intensando los elementos diferenciales 
dt cnlre las secciones A y S, se obtiene la 
distancia / w que es la distancia entre el pun- 
to A de la viga y la tangente xrazMla por el 
punto 8: 

b e 

t AB -jdt = jxdO (3,21) 

A A 

Sustituyendo el valor de t/0 de la ecuación 
3,5. se obtiene: 




(3.22) 



El integrando de esta ecuación es el 
momento de primer orden del elemento con 
sombreado menos oscuro de la figura 3.5-6 
con respecto a la sección A-A y el resultado 
de la integración es, por lo tanto, el momen- 
to de primer orden del diagrama de M/EI 
entre las secciones A-A y B*B con respecto a 
la sección A-A. Si el punto O representa el 
centroide de esta parle del diagrama, la dis- 
tancia t AB también puede calcularse como; 

t Ag = (área del diagrama) * (3.23) 

donde * « la distancia del centroide a la 
sección A A, ya que se recordará que el mo- 
mentó de primer orden también se puede 
calcular como el área mulliplk ada por la dis- 
tancia centroidal. La distancia t An suele lla- 
marse desviación tangencial o corrimiento 
tangencial. 

Esta ecuación représenla el Segundo 
Teorema Área-momento o Segundo Teorema 
de Mohr; 



La distancia entre un punto de la curva 
clástica y la tangente fra/ada por olro 
punto, es ¡gual al momento de primer or- 
den del irca del diagrama M/FI respec- 
to al primer punto. 

Con la convención de signos de la figu- 
ra 3.4, el primer punto, que es el punió A de 
la íigura 3.5-d, está arriba de la tangente tra- 
zada por el segundo punto, que es el punto 
Sen dicha figura. Es importante observar que 
cuando se escriba í^ a se está representando 
la distancia del punto A (primer punto) a la 
tangente al punto B (segundo punto); en este 
caso, el momento de primer orden se loma 
con respecto al punto A. En cambio, si se 
escribe t &A se está representando la distan- 
cia del punto B a la tangente que pasa por el 
punto A; en este caso, el momento se loma 
respecto al punto B. Siempre se toma el mo- 
mento de primer orden respecto al primer 
punto. 

También es importante percatarse de 
que los teoremas de Mohr no proporcionan 
directamente la rotación respecto a la posi- 
ción original de la viga y la deflexión, sino la 
rotación entre dos puntos de la curva elástica 
y la distancia de un punto a la tangente traza- 
da por otro punto. Sin embargo, a partir de 
estas cantidades pueden calculársela rotación 
o la deflexión, como se verá en los ejemplos. 

Ya que al aplicar los teoremas de Mohr 
es necesario calcular áreas y distancias 
centroidales, se presentan en la figura 3,6 las 
de los diagramas de momento flexionante 
que con más frecuencia se encuentran en la 
práctica. El triángulo ocurre para cargas con- 
centradas. La parábola de segundo grado, 
para cargas uniformemente distribuidas; ob- 
sérvese que la diferencia entre las figuras b y 
c está en que en la c no está completa la 
media parábola; el área se ha descompues- 
to en un triángulo y un segmento de pará- 
bola. La parábola de grado n se presenta con 
t argas distribuidas no uniformes. 





c t Segmento de parábola de segundo grado vv * carga uniforme 




rigor. ..6. Area* y dtMancia» cen„o,d-l„ de a | g(inw 
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Ejemplo J-3 

So iraU de «n voladltO de acero con dos 
torgas concentrada* y se pide calcular la ro- 
tación en el exlremo y las deflexiones en los 
puntos de aplicación de las cargas. La viga 
tiene dos secciones transversales distintas. 
Entre las dos cargas está constituida por un 
perfil rectangular IR 457 x 97, mientras que 
entre el empotramiento y la primera carga 
tiene unas placas soldadas a los patines para 
aumentar el momento de inercia y la resis- 
tencia. Ésta es una solución común en la prác- 
tica, ya que se aumenta la resistencia donde 
el momento flexionante es mayor. 

Se trazó la curva elástica para poder 
visualizar la relación entre las deformaciones 
por calcular y las rotaciones y las desviacio- 
nes tangenciales que se obtienen con los teo- 
remas área-momento* En el caso del voladizo, 
la tangente en el empotramiento coincide 
con la horizontal y esto facilita los cálculos, 
ya que como se puede ver en la curva elás- 
tica, la rotación en el extremo, o , es el 
ángulo entre las tangentes trazadas en A y 
en C, Q w , También se puede ver que las 
deflexiones en los puntos B y C son las des- 
viaciones tangenciales t BA y t CA respectiva- 
mente, o sea, las distancias del punto 8 a la 
tangente que pasa por el punto A t y del punto 
C a la misma tangente. 

Después se calcularon los momentos 
ílexionantes en los puntos A y C, y se trazó 
el diagrama correspondiente. Con el fin de 
obtener el diagrama de M/EI se dividieron 
estos momentos entre los momentos de iner- 
cia, ti del perfil se ha encontrado en el Ma- 
nual de Construcción en Acero del IMCA* y 
el del perfil con la placa se calculó sumán- 
dole al del perfil, el área de las placas mul- 
tiplicada por el t uadrado de su distancia al 



eje cenlroidal. Obsérvese que en el punto fí hay 
dos valores de M/íi, porque justo a la derecha 
el momento de inercia es el del perfil, y justo 
a la izquierda, es el del perfil con las placas. 

De acuerdo con el primer teorema, la 
rotación entre los puntos A y C de la curva 
elástica es igual al área del diagrama M/EI. 
Para calcular esta área, se descompuso el 
diagrama en tres triángulos y se calculó el 
área de cada uno. Obsérvese que las unida- 
des de los momentos ílexionantes se pasaron 
a kg-cm, porque los momentos de inercia 
están en cm 4 . 

Las desviaciones tangenciales, de acuer- 
do con el segundo teorema, son iguales a 
los momentos de primer orden respecto a 
los puntos B y G Se debe notar que los mo- 
mentos de primer orden se toman respecto 
al punto desde el cual se mide la distancia a 
la tangente (razada por el otro punto. Por 
ejemplo, es la distancia del punto B a la 
tangente trazada por el punto A; entonces el 
momento de primer orden se calcula respec- 
to al punto 8. En el cálculo de r M la canti- 
dad (60,6 x 200/2) es el área del triángulo 
2, y (2 x 200/3) es la distancia del centroide 
de este triángulo al punto 8. En la curva elás- 
tica se ha señalado también la distancia t A$f 
que serfa la distancia de A a la tangente tra- 
zada por 8, Para calcular t AB se tomarían 
momentos respecto al punto A, pero el re- 
sultado no sería A fi . 

Como los momentos ílexionantes son 
negativos, tanto las rotaciones como las 
deflexiones son también negativas. Esto indi- 
ca, de acuerdo con la convención de signos, 
que la tangente en el punto C ha girado en 
sentido horario respecto a su posición origi- 
nal, o sea, la horizontal. También indica que 
los punios B y C están abajo de la tangente 

trazada por^. 
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E.EMPLO 3.3. CALCüTo DE 1A ROTACIÓN VU «FLEXIÓN EN El EXTREMO 
DE UN VOLADIZO CON MOMENTO DE INERCIA VAKIAoLt 



DATOS 



10 ion 
B 



3 ion 
C 



2 m | 2 m | 



30 cm 




Sección entre B y C Sección enire A y B 



0.64 C m 



Calcular la rotación en C, la deflexión en B y la deflexión en C. 



CURVA HASTICA 



B 



EJEMPLO 3.3 (continuación) 



OIV.RAMA Oí .WV 0( MUI 



40 ton - m 




M 



10 fon - m 



/ gc = 44 537 cm 4 

1^ = 44 537 + 2 X 30 X 0.64 (23.3 + 0.321' = 65 960 cm J 




M/EI 



CXlCUlO DE e ( 



fl^c =área 1+áiea 2+área 3 

1(200x22.4 60.6x200 15.2x200^ 0820 



2 2 
9B20 



2x10* 



2 1 í 
- -0.00491 wd= -0.28* 



cm" 



O! A, 



" A * * * í 



60í>x200 2 15.2x200 1 

1 x - x 2(Kí + — x - x 2(K) 



WMH 'H)QJ3;| 

'*« ■ o» ■ - — — w . -0.4Siiii 

2x10" 



EJEMPLO 3.:* (continuación) 



CÁLCUIO Ot & t 



+ 22^*200 x 2 x200 



724000 ¿724000 



c - 



£ 



2x10' 



Ejemplo 3.4 

En esle ejemplo se calculan la rotación en 
el extremo de una viga libremente apoyada, 
8 V la deflexión en el centro del claro, A c , y 
la deflexión en los punios tercios del claro, 
A D . El valor de El es constante en todo el 
claro de la viga. 

Primero se traza la curva elástica con el 
fin de determinar qué rotaciones y desvia- 
ciones tangenciales pueden calcularse con 
los teoremas área-momento y cómo se pue- 
den relacionar con las deformaciones que se 
pide calcular Se puede ver que la rotación 
B A es igual al ángulo que forman las tangen- 
tes trazadas por los puntos A y C, 8^ c , o sea, 
el apoyo y el centro del claro, ya que la tan* 
gente en el centro del claro es horizontal por 
ser simétrica la viga. Este ángulo se puede 
entonces calcular directamente como la ro- 
tación entre los puntos /lyC 

La deflexión en el centro del claro, A ( , 
es igual a la dewiac ión tangencial t M , o sea, 
te distancia entre el punto A y la tangente 
Ira/ada por el punto C debido a que esta 
tangente es horizontal como ya se mencio- 



nó. En cambio, la deflexión A D no es igual j 
ninguna desviación tangencial y tiene 
calcularse indirectamente como se explw 
a continuación. Se calcula primero la » 
viación tangencial í^, que es la disiancii 
del punto 6 a la tangente que pasa por « 
punto A. A partir de se calcula la distancij 
ól v que es la distancia entre el punto 0* ü 
viga sin deformar y la tangente que pa$a P 
el punto /*;este cálculo puede hacerse por tn* 1 - 
gulos semejantes, ya que se conocen lasd* 
tancias AD y AB. Después se "Icuüjj 
desviación tangencial / W( que es la d&ar* 2 
del punto D de la viga deformada a la 
gente trazada por et punto A Ahora v jj**I 
calcularse la deflexión A 0 como 
cia entre A : y t M . Es importante <*^' ^ 
no siempre pueden calcularse las T< * j 
nes o las deflexiones directamente 
método de los teoremas área-memen!^ 
sí se pueden obtener indirectamen 
procedimientos como el descrié; ^ 
Para hacer los cálculos rneíKÍ0 ° ld ^ 
los dos párrafos anteriores, se traz¿ ¿ 
ma de M/[l t que es de la misma '^^t, 
de M. Por el primer teorema, la n)M 



es igual al área del diagrama M/f/ entre A y 
C o sea, media parábola. Esta área se ha 
calculado con la ecuación de la figura 

La deflexión A ( , igual a la desviación 
tangencial f AC * por el segundo teorema, es el 
momento de primer orden de la misma me- 
dia parábola respecto al punto A, que es el 
punto cuya distancia a la tangente trazada por 
el punto C se quiere determinar fóra calcular 
este momento se multiplicó el área de la 
media parábola por la distancia centroidal 
indicada en misma figura 3.6-6, El resul- 
tado es 



Para calcular \ , se calcular 



via- 



¿c = 



5 wC 
Í84 El 



Este es un valor que conviene memori- 
zar, pues se utiliza con mucha frecuencia. 



mente t BA , A 2 y t OA , según se explicó ante- 
riormente. t BA es el momento de toda la 
parábola respecto al punto B; el centroide 
está en el centro del claro. A ; se calculó por 
triángulos semejantes, Y es el momento 
del segmento de parábola entre A y D, 
respecto a D, el cual se calculó con las 
ecuaciones de la figura 3.6-c Nótese que el 
valor de & 0 resultó menor que el de A c , como 
se infiere de la forma de la curva elástica. 

Respecto a los signos en este ejemplo, 
obsérvese que como el momento es positivo, 
6 4l resulta también positiva. Este signo es con- 
gruente, ya que al pasar de la tangente en A a 
la tangente en C se gira en sentido antihorario. 
De la misma manera t M - resulta positiva, v en 
efecto, el punto A está arriba de la tangente en 
C. Esto indica que el punto C se desplaza hacia 
abajo. Lo mismo sucede con 



EJEMPLO 3.4. CÁLCULO DE LAS DEFORMACIONES EN UNA VIGA LIBREMENTE 
YADA POR EL MÉTODO DE LOS TEOREMAS ÁREA-MOMENTO 



DMOS 




I.» de»e*ion en el centro del daru v )•» delle\lon en 
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EJEMPLO 3.4 (continuniónl 




01 AGRAMA DE M Y Df M/[l 



w¿*/B íl 




CAICUIO DE 8,, 

°* ■ 9 a( = área de M/BI entre ,4 y C 



fí 




Cálculo rlf dpformitkwt mlll/ando lo* fporemji éf$ a- 

EJEMPLO 3.4 (continuación) 



CAlCUlO Oí A c 

\ "Í^C = momento de media parábola respecto al punto A 
. m I ivt 1 5 I _ 5 wt 



El 24 8 2 384 f/ 



CALCULO 0£ A 



0 



A - AD , \ 

~ ~AB A = 3 



'w/t = momento de toda la parábola respecto a /í 
'da ~ momento del área entre Ay D respecto a D 
Cálculo de t BA : 



w€ z /B El 




2. wf 2 ( 1 wt 4 



3 8fl 2 24 El 



Cálculo de A ? : 



1 1 wr 



Cálculo de f 



}¡2 ÍJrriJWMiMtfirt 
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WJTj M 5 IV/ 4 
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^wf 4 f I 5 1 IT *v/ 4 
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Ejemplo 3-5 

Se pide calcular la deflexión en el extremo 
de una viga con dos apoyos y un voladizo. 
El valor de El es constante. La viga tiene una 
carga distribuida entre los apoyos y una car- 
ga concentrada en el extremo del voladizo. 
Podría resolverse considerando las dos car- 
gas simultáneamente, pero la ecuación de 
momentos resultante no correspondería a 
ninguno de los casos incluidos en la figura 
3.6, y sería necesario calcular las áreas y los 
momentos de primer orden por integración. 
Aunque esto puede hacerse, resulta más sen- 
cillo aplicar el principio de superposición de 
causas y efectos, y calcular por separado la 
deflexión producida por la carga distribuida y 
la prcxlucida por la carga concentrada. Para 
el primer caso, el diagrama de momentos 
será parabólico, y para el segundo, será li- 
neal, asi que pueden usarse las ayudas de la 
figura 1,6, Además, el caso de la c arga distri- 
buida íom-sfKKxíe a la vig,i resuelta en el e|em- 
plo anterior y pueden usarte los resultados 
obtenidos, como se muestu más adelante. 
En general, cuando se tiene varias cargas, 
resulta más conveniente resolver el proble- 



ma para cada una de ellas y sumar los resul- 
tados, de acuerdo con el principio de super- 
posición de causas y efectos. 

Para el caso de la carga distribuida, ¿I 
trazar la curva elástica se puede ver que en- 
tre los dos apoyos se tiene la misma curvj 
del ejemplo 3.4, y que en el voladizo, al no 
haber momento tlexionante, la elástica será 
una recta* (Al no haber ninguna carga enire 
B y C no puede haber momento tlexionante' 
Por lo tanto, la rotación 6 A calculada ene! 
ejemplo anterior será igual a la rotación 8 
de este problema, que es el ángulo de arran- 
que de la parte recta en el tramo BC Como 
las deformaciones son pequeñas y el ángulo 
es muy parecido a la tangente, la detle*ií* 
A c , puede calcularse multiplicando 8 t 
la longitud del tramo BC. 

Para el caso de la carga concentrad* * 
puede calcularse directamente la detlexi*^ 
Va que no corresponde a ninguna des\iJ^ r|V1 
tangencial. El problema se ha resuelto cale* 
lando las desviaciones tangenciales 'm v Í£ 
deipüés la deflexión A 3 por triángulos * ,íT *~ 
\*rúm § a partir de t H% yde las longitud 
los tramos AB y AC t y luego la deO** 1 * 1 
tomo la diferencia entre í, - y A r 



Cákuto de deforma iones uUiiiando Jo* tromnit Áfe+momento \ 2 J 



La desviación t CA es la distancia entre 
el punto C de la curva elástica y la tangente al 
punto A Se ha calculado como el momento 
de primer orden del área del diagrama de 
M/fl completo, que es un triángulo, por la 
distancia centroidal indicada en la figura 3-6- 
a; esta distancia centroidal se ha tomado res- 
pecto al punto C. De manera semejante se 
calculó f flA , tomando momentos respecto a 
B. Y la deflexión & ¿t como se ha señalado, se 
calculó por triángulos semejantes. 



Al trazar las curvas elásticas para las dos 
cargas, puede verse claramente que la 
deflexión A f , es hacia arriba, mientras que 
la A CJ es hacia abajo. Por esta razón, la 
deflexión buscada A c es la diferencia entre 
las dos anteriores, y como & r¿ resultó ma- 
yor que A ff , la deflexión final es hacia abajo. 
En el ejemplo no se han puesto los signos 
con la convención de la figura 3.4, pero pue- 
den ponerse v se obtiene el mismo sentido de 
la deflexión. 



EJEMPLO 3.5. CÁLCULO DE LA DEFLEXIÓN EN EL EXTREMO DE UNA VIGA 
CON DOS APOYOS Y UN VOLADIZO 



DATOS: 




Se aplicará el principio de superposición de causas y efectos, analizando por separado 
las dos cargas 

i, carga distribuida 

CURVA ELÁSTICA 



tUMI'IO 1.5 Uunlimufi'inl 



I'í'I cjcnpln 1.4, "' 



241.1 



1,1 /« 



II. CAR(,A LONCINIRAIM 



* t'K'VAIlA.Sin A 



•4 fl 




MIM.KWIX l)| M|l 



l Milu; OI A 



(2 



■I (un 



1 2 ion 




- 24 ton - m 



»C< v w PWdM < .ilculjf ,;on el MgundO It'orfm.i 
A, v Me calcular por lriart K ul<is semi.j.inits si se , «,„.»„. * 



Calculo ilc f 



í, A m mumenio cl..| .li.iKf.imrt \f/// ,.„,,,. ^ y ( f( , S()t>( |(1 1( ( 



EJEMPLO 3. 



U** "tomento del diagrama M/tl entre -4 y 6 respect 



fu a H 



6x24 I ,] 144 
— — — x - x b = 

2 3 f/ 



9x144 



2)6 
í7 
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3.5 Método de la viga conjugada 

J.5- / Presentación del método 

El método de área momento que se ha visto 
anteriormente permite obtener la rotación 
o la deflexión en un punto determinado de 
una viga. El método de la viga conjugada, 
que se presenta en esta sección, tiene la 
ventaja de permitir el cálculo de las defor- 
maciones en cualquier punto. Esta ventaja 
resulta importante en la resolución de 
estructuras hrperestáticas, en las cuales 
hay que calcular deformaciones en va- 
na* secciones, como se verá en capítulos 
posteriores. 

Considérese una viga libremente apo* 
yada sujeta a una carga cualquiera como la 
mostrada en la figura \.7-a. En las secciones 
2-7,2 y 2J.\ se recordó que existen la** si- 
ftuieni/rs relaciones entre carga, fuer /a cor- 
lante y momento flexionante en una viga de 
r*s»e tipo: 



iv = 



dV 
dx 



d\1 
dx 



(2.14) 



(2.16) 



En las mismas secciones se demostró 
que con estas ecuaciones pueden calcular- 
se, por integración, y determinando las cons- 
tantes de integración, las fuerzas cortantes y 
los momentos flexionantes de esta viga, que 
se llamará la viga real: 



M 



V = jwdx 
j\ch=jjt\<dx 4 



(2.151 



(2.17) 



En la figura U~b se muestra de mane- 
ra esquemática el diagrama de momentos 
llexiunanles así obtenido. También se ha de- 



1 26 /VítW1M< r, ..„., 




( b ) Diagrama de momentos de la viga real 




( c ) Viga conjugada con ta carga elástica 
Figura 3.7. Viga real simplemente apoyada y viga conjugada 



Supóngase ahora que a otra viga. <* 
igual claro, se la aplica como carga el díaff* 
ma de momento flexionante dividido t* 1 * 
la rigidez El, como se indica en la figura J.-* 
t. (Al plantear más adelante la convenc^ 
de signos se explica por qué se coloca la <*" 
ga actuando hacia arriba). A esta otra v*** 
ta llamará viga conjugada y a la carga »' 
so 'e llamará carga elástica. De acue'd«^ 
lasecuaciones2.l5y2.17, yconstdt' ,J J 
que la carga iv es igual a M/EI. '« * ue " J 1 



mostrado en la Sección 3.2 que la rotación 
6 y la deflexión y de esta viga pueden cal- 
cularse con las ecuaciones 3. 1 7 y 3. 1 8 que 
se reproducen a continuación: 




(3.17) 



y = ÍÍTi' h u.'fl) 



unte v el "lómenlo flexionante en la viga 
conjugada serán: 



M 

~-<h 



(3.24) 



Í1.2S) 



Si se comparan ahora estas ecuaciones 
con las 3.1 7 y 3.18 se puede ver que la rota- 
ción © en la viga real es igual a la fuerza 
cortante V en la viga conjugada y que la 
deflexión y en la viga real es igual al momen- 
to flexionante M cmj en la viga conjugada. 
Estas dos equivalencias se conocen como 
teoremas de la viga conjugada. De acuerdo 
con estos teoremas, para calcular la rotación 
y la deflexión en cualquier sección de una 



viga, se carga la viga conjugada con el diagra- 
ma de M/EI y se calculan la fuerza cortante 
y el momento flexionante en esa sección. 
Los valores obtenidos serán las deforma- 
ciones de la viga real. Ya que en general se 
trazan diagramas completos de fuerza cor- 
tante y momento flexionante, se pueden obte- 
ner las rotaciones y deflexiones en cualquier 
sección de la viga real, lo que constituye la 
principal ventaja de este método. 

En la demostración anterior so ha utili- 
zado una viga libremente apoyada. En este 
caso, la viga real y la viga conjugada son igua- 
les. Sin embargo, ésta es la excepción ya que 
en general las condiciones de apoyo de la 
viga real y de la conjugada son diferentes. 
Supóngase, por ejemplo, que se trata de un 
voladizo empotrado en su extremo izquier- 
do, figura 3.8-a. Como se indica en la figura 
3.8-6, en el empotramiento del extremo iz- 




( c > Viga real deformada 
figura 3.B. tJeforrnactOW» #n un voladi/o 



Í2H ik>kmrhn«uivi 



quierdo i.. 

fuerza corlante y el momento 
flexionante Itenen un valor diferente de cero, 
mientras que en el extremo libre de la dere- 
cha ambos valores son nulos. Cor el contra- 
río, en el extremo Izquierdo la rotación y 'a 
deflexión son nulas, mientras que en el ex- 
tremo derecho tienen un valor diferente de 
cero, figura 3.8-c. Ahora bien, si la viga con- 
jugada estuviese empotrada también en su 
extremo izquierdo, la fuerza cortante y el 
momento flexionante serían nulos en el ex- 
tremo derecho, lo cual indicaría que en este 
extremo no hay ni rotación ni deflexión, lo 
cual no es cierto como se ve en la figura 3.8- 
c. La explicación de esta discrepancia radica 
en que las constantes de integración de fas 
ecuaciones 2. 1 5 y 2. 1 7 son diferentes a las de 
las ecuaciones 3.17 y 3.18, porque las 
condiciones de frontera son también díferen- 
les. excepto en la viga libremente apoyada 
en que coinciden. En efecto, en esta viga la 
fuerza cortante tiene un valor diferente de 
cero en los apoyos mientras que el momen- 
to flexionante es nulo; en los mismos apo- 
yos la rotación es diferente de cero mientras 
que la deflexión es nula. Pero no sucede asi 
en otro tipo de vigas, como se acaba de ver 
para el voladizo de la figura 3.8. Por esta ra- 
zón, la demostración planteada para la viga 
libremente apoyada sigue siendo válida, siem- 
pre y cuando se modifiquen las condiciones 
de apoyo de la viga conjugada respecto a 
las de la viga real, como se muestra a conti- 
nuación. 



za cortante; si hay deflexiones en la vi^ ^ 
debe haber momento flexionante en |, ?¡ 
conjugada; si por el contrario no ha y 
deformaciones en la viga real, en la viga j 
jugada no debe haber fuerza cori afl , 
momento flexionante, según el caso £ 
acuerdo con este principio, se muestran 
la figura 3.9 las vigas conjugadas quecorr^ 
ponden a distintos tipos de vigas reales \ 
continuación se muestra cómo se ha ap|j c 
do el principio general enunciado para lo, 
apoyos de estas vigas. 

Exiremos libremente apoyados. Como per- 
milen giros y no permiten deflexiones, en la 
viga conjugada deben ser apoyos li 
que en éstos hay fuerza cortante y 
momento flexionante. Es el caso de los dos 
apoyos de la viga real (ai, del extremo izquwifc 
de viga real id) y de los extremos derechos* 
las vigas reales (I) y (g». En todos estos casa, 
los apoyos correspondientes de las vigas 
conjugadas son también apoyos libres. 

Extremos libres. En las vigas reales haygin» 
y deflexiones. Por lo tanto, en los apoyos* 
la viga conjugada debe haber fuerza cortan- 
te y momento flexionante. El empotramiento 
es el único apoyo que cumple estas con*' 
ciones. Es el caso del extremo derecho de la 
viga real (6) y del extremo derecho de la v»$a 
real fe/) que en sus respectivas vigas conju 
gadas se han transformado en empotra- 
mientos. 



i.5.2 Condiciones de anuyo 
de la viga conjugada 

El pnm ipio general para modificar las con- 
diciones di- apoyo consiste en tener en ClMfri 
ta que si en la viga real hay rotaciones en un 
apoyo, en la viga conjugada dr-be haber fuer- 



Apoyos libres interiores. Es el caso del apor" 
derecho de la viga real (d). En este iW* 
hay rotación pero no hay deflexión. En la ** 
conjugada debe haber fuerza córranle, P«£ 
no del» haber momento flexionanic t" 
articulación interior cumple este rcl«"" 
como se ve en la viga conjugada cor"*" 
diente. 
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empotramientos. Fn las vigas reales no hay 
ni rotaciones ni deflexiones, por lo que en 
las conjugadas no debe haber ni fuerza cor- 
lanle ni momento flexionante. El extremo li- 
bre, o sea, en el aire, es el único que cumple 
este requisito.. En algunos casos, como en 
las vigas reales (c) y <g(, esto conduce a vi- 
Ras conjugadas inestables. Sin embargo, bajo 
una carga que sea igual al diagrama de M/íi 
la viga sf está en equilibrio. 

Resumiendo lo analizado en estos cua- 
tro casos, puede plantearse la siguiente ta- 
bla como ayuda-memoria. Sin embargo, lo 
importante es comprender el principio ge- 
neral que rige la transformación de los apo- 
yos de las vigas reales en los apoyos de las 
vigas conjugadas- 



VIGA REAL 


VIGA CONJUGADA 


Apoyo libre exterior 
Extremo libre 
Apoyo libro interior 
Empotramiento 
Ariicuíjción interior 


Apoyo libre exterior 
Empotra miento 
Articulación interior 
Extremo libre 
Apoyo libre interior 



Revisando la figura 3.9 puede observarse 
que algunas de las vigas reales incluidas son 
hiperestálicas. El método de la viga conjugada 
también sirve para calcular las deformaciones 
en estas vigas, pero es necesario determinar 
previamente el diagrama de M/CI de la viga 
real, para lo cual se requieren los métodos de 
análisis de estruc turas incle terminadas que se 
estudran en r apltulos subsiguientes. 



3. S. } Cimvvnrión ífa signos 

[Je M uerdo t on la convención de signos que 
se ha venido utilizando, un diagrama de 
momento flexionante positivo debe produ- 



ciruna carga elástica Mili también ^ 
o sea, hacia arriba. Por eso en la fí RUra j ** 
se muestra la carga hacia arriba. Una c * f l 
de este signo produce en la viga conjuga? 
momentos flexionantes negativos q uo 
can que las deflexiones son negativas, o** 
hacia abajo (véase la figura 3-4), como s uc * 
de en la viga real. El diagrama de fuerza cor. 
tante de la viga conjugada de la figura 
es negativo en la parte izquierda de la viga 
y positivo en la parte derecha. Esto indica 
que en la parte izquierda los giros son en^ 
sentido horario y en la parte derecha son en 
sentido anti-horario (veáse nuevamente laíi. 
gura 3-4), también como en la viga real. En 
cambio en el voladizo de la figura 3.8 los 
momentos flexionantes son negativos. Por lo 
tanto, a la viga conjugada, que es otro vola* 
dizo pero con el empotramiento en el extre- 
mo derecho, se le debe aplicar la cargi 
elástica hacia abajo. Una carga en este 
sentido produce fuerzas cortantes y roo* 
mentos flexionantes negativos a lo largo de 
la viga conjugada, lo cual indica que los 
giros son en sentido horario y las deflexiones 
son hacia abajo, como efectivamente sucede 
en la viga real. 



Ejemplo 3.6 

Se pide calcular las pendientes y 
deflexiones en el centro del claro y en el ex- 
tremo de un voladizo que tiene un carga dis- 
tribuida en la mitad del claro y un momenic 
concentrado en el extremo. Como en c» 
todos los casos en que actúan varios tipo* 
de carga, es conveniente aplicar el principa 
de superposición de causas y efeclos v * 
solver cada carga por separado. Asi f^g 
diagramas de momento de figuras conot & 
V es más fácil calcular sus áreas y centro*» 
En lo* diagramas on queso muestran l« cJ 
Kas separadas, se han trazado en íoimJ <*" 



quemálií a las curvas elásticas. Mienta 
«rga distribuida jhíkIuco una denexió» 



< ia ¿bajo, el momento concentrado la pro- 
duce hacia arriba. Nótese que para la carga 
distribuida, la viga debe permanecer recia 
entre los puntos B y C, porque no hay nin- 
guna carga que la flexione. 

Para el caso de la carga distribuida, el 
momento es nulo entre B y C, y es una pará- 
bola de segundo grado entre B y A. El diagra- 
ma de M/EI es proporcional al de M porque 
El es constante. Va teniendo el diagrama de 
M/E /, se plantea la viga conjugada y se carga 
con este diagrama. La conjugada de un vo- 
ladizo, como ya se ha explicado, es un voladizo 
empotrado en el otro extremo, figura 3.9-6. 
Como el momento (lexionanie de la viga real 
es negativo, las cargas de la viga conjugada 
deben aplicarse hacia abajo, según la 
convención de signos de la Sección 3,5.3. Por 
lo tanto, las fuerzas cortantes y los momen- 
tos flexionantes son negativos, como se mues- 
tran en los diagramas correspondientes del 
ejemplo. La fuerza corlante en B es el área 
de la parábola de carga, que se ha calculado 
con ayuda de la figura 3.6-d tomando n igual 
a 2, ya que la parábola es de segundo grado. 
Entre 8 y C la fuerza corlante permanece 
constante porque no hay ninguna carga 
aplicada. El momento flexionante en B es 
el momento de primer orden del área de la 
parábola de carga respecto a B. El centroide 
de la parábola también se calculó con ayuda 
de la figura 3.6-d. Igual se calculó el momen- 
to flexionante en C, pero tomando el 
momento de primer orden respecto a este 
punto- 
Las fuerzas cortantes de la viga conju- 
garla son las rotaciones de la viga real, y los 
momentos flexionantes son las deflexiones. 
Obsérvese que las rotaciones, o sea, las pen- 
dientes, tienen signo negativo, lo cual es con- 



gruente con la forma de la curva elástica, va 
que las tangentes a los puntos B y C han gira- 
do en sentido horario respecto a la horizontal 
De igual forma, es congruente que las 
deflexiones hayan resultado con signo negati- 
vo, ya que la carga distribuida deforma la viga 
hacia abajo. 

Para el caso del momento concentra- 
do, el diagrama de momento flexionante es 
constante y es positivo, por el signo que tiene 
el momento aplicado. Entonces, las cargas 
de la viga conjugada son uniformes y deben 
aplicarse hacia arriba, como se muestra en 
el diagrama correspondiente. El diagrama de 
fuerza cortante de la viga conjugada resulta 
triangular, y el de momento flexionante, 
parabólico de segundo grado, ambos de sig- 
no positivo. También las rotaciones y 
deflexiones de la viga real son iguales a las 
fuerzas cortantes y a los momentos flexio- 
nantes de la viga conjugada. Los signos de 
las deformaciones para este caso también 
son congruentes con la forma de la curva 
elástica bajo la acción del momento concen- 
trado, ya las rotaciones son en sentido 
antihorario y las deflexiones son hacia ariba. 

Finalmente se suman las deformaciones 
obtenidas para las dos condiciones de car- 
ga, con lo cual ya se tiene resuelto el proble- 
ma. Obsérvese que en el punto B se anulan 
las rotaciones producidas por cada una de 
las dos condiciones de carga, que la rotación 
final en C es en sentido antihorario, que la 
deflexión final en fies hacia abajo y en C es 
hacia arriba. Las deformaciones se han ex- 
presado en términos de El. Sí se sustituyen 
valores reales de este parámetro deberán ex- 
presarse en ton-m J , ya que los momentos se 
han calculado en lon-m y las distancias en m. 
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FIEMPIO 3 b. DEFORMACIONES EN UN VOIADIZO POR EL MÉTODO D E Uv , ( ^ 
CONJUGADA . 



IMlcis 



w 



r 



.' ir- 



í/ = conslante 
w » 3 ion/m 
M tf = 2 lon-n» 



2 /ii 



Calcular I.» pendiente de Id viga deformada y 'as deflexiones en los punios B y c 
API ICACIÓN Dfl PRINCIPIO Ot SUPIKPOSICIÓN 



A 3lon/ m B 




C 




1 ton 



(ASO A 



Caso A 



( ASO II 



Diagrama M/EI 




a - — * — — = 6 ion - m 



ir.i • onj timada 
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Ejemplo 3.7 

En este ejemplo se muestra la aplicación de 
la viga conjugada en el caso de una viga con 
una articulación intermedia. La viga es 
ismtática, ya que tiene un apoyo libre y el 
otro, empernado. Se pide calcular las rota- 
ciones y las deflexiones en el punto de 
aplicación de la carga concentrada y en la 
articulación, la viga es de sección variable; 
entre las secc iones A y C está fabricada con 
un perfil I rectangular de J05 mm de peralte 
y 66.9 kg/m, y entre las secciones C y D con 
un perfil del mismo peralte pero de mayor 



peso. Los momentos de inercia de estas sec- 
ciones, mostrados en los datos del proble- 
ma, se obluvieron en el Manual del IMCA • 

En este ejemplo también se aplico 
principio de superposición y se resolvió!»" 
cada una de las dos cargas por separado 
se ha dicho que esto conduce a di'agW** 
de momentos más sencillos de operar. P*' 1 
el caso A, que corresponde a la carga 
centrada, se obtuvo el diagrama de mo"* 1 " 

IrHtitutQ Mexicano de U Consirucción <p T¿¿ 
"Manual <le Construcción en Acero. V«- 
« V 63. UMUSA-IMCA. 1987. 



ios (lesionantes considerando el tramo AC 
como libremente apoyado y aplicando la 
reacción en C, con signo cambiado, en el ex- 
tremo del voladizo CD. Como el momento 
de inercia de la sección transversal es dife- 
rente en los dos tramos, y para trabajar con 
el mismo valor de /, se hizo igual a un valor 
l 0 a\ menor de los dos momentos de inercia, 
el del tramo AC V &e calculó el del otro tra- 
mo en íunción de l 0 , resultando un valor de 
1.52/p. como se muestra en la figura de los 
datos. De esta manera, el diagrama de M/E I 
quedó en función de t Q en los dos tramos. 

Para trazar la viga conjugada, se consi- 
deró que el apoyo A de la viga real, por ser 
un apoyo extremo libre, sigue siendo el mis- 
mo tipo de apoyo en la viga conjugada. La 
articulación interior C de la viga real se trans- 
forma en un apoyo interior. Y el empotra- 
miento D se transforma en un extremo libre. 
(Ver la tabla de la Sección 3.5.2). De acuerdo 
con la convención de signos, el tramo positivo 
de M/EI se aplica como una carga hacia arriba 
en la viga conjugada, y el tramo negativo, como 
una carga hacia abajo. 

Ya teniendo la viga conjugada con sus 
cargas, se calculan las reacciones en A y en 
C y las fuerzas cortantes y los momentos 
flexionantes en B y en C, que es donde se 
piden las deformaciones de la viga real. Para 
calcular la fuerza corlante y el momento 
flexionante en B se consideraron las fuerzas 
a la izquierda de la sección, mientras que 
para calcularlos en C, se consideraron a la 
derecha con signo cambiado. De esta mane* 
ra las operaciones son más sencillas. Es im- 
portante observar que en la sección C hay 
un cambio brusco en el diagrama de fuerza 
cortante, por efecto de la reacción en C Por 
eso se calculó la fuerza cortante a la izquier- 
da y a la derecha del punto C- El valor a la 
izquierda es igual al valor a la derecha me- 
nos la reacción en C 



Las deformaciones de la viga real para 
el caso A son iguales a las fuerzas corlantes 
y momentos flexionantes do la viga conjuga- 
da. Nótese que asi como hay dos fuerzas 
cortantes en el punto C, también hay dos 
rotaciones en la viga real, una a la izquierda 
y otra a la derecha. Esto significa físicamente 
que hay un cambio angular en la articulación 
C como puede verse en el diagrama de de- 
formaciones que se muestra al final del ejem- 
plo, donde se muestra un detalle de las 
deformaciones en la articulación. Obsérvese 
que, del lado izquierdo de la articulación, el 
ángulo que va de la horizontal a la tangente 
en C tiene sentido antihorario, o sea, es po- 
sitivo, como indica el valor calculado de 
2.7l/£/ 0 . Del lado derecho de la articulación, 
también tiene sentido antihorario el ángulo 
de la horizontal a la tangente, y es mayor 
que del lado izquierdo; esto coincide con el 
valor calculado de 6.58/f/- Se ve claro que 
las deflexiones son hacia abajo, como indica 
el signo negativo obtenido en los cálculos. 

Para el caso B, el diagrama de M/EI Q es 
negativo, por lo que la carga se aplica hacia 
abajo en la viga conjugada. El tramo AC debe 
permanecer recto, ya que no hay ninguna 
carga en el tramo. Esto se comprueba con 
los valores calculados de 6 8 y de 8 ( -que son 
iguales, -1 ~h l f . El ángulo que va de la hori- 
zontal a la tangente en la articulación C es 
horario, como se ve en el detalle al final del 
ejemplo, y por eso el valor es negativo. En 
cambio del lado derecho de la articulación, 
el giro es antihorario por lo que la rotación 
es positiva (3.5I/f/ 0 ). Las deflexiones son 
hacia abajo y por lo tanto son negativas. 

Las deformaciones totales se han obte- 
nido sumando las de los casos A y B. Al final 
se sustituyó el valor de £l iy en ton-m J , ya que 
los momentos se habían calculado en ton-m. 
Recuérdese que el valor de El tí es el del tra- 
mo AC. 
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EJEMPLO 3.7. DEFORMACIONES DE UNA VIGA CON UNA ART.CUUCÓN 
INTERIOR POR EL MÉTODO DE IA VIGA CONJUGADA 



datos 



10 



Ti *M mi 




ft 



1 W il 



I % m I 5 
| 1 



DI 



Calcular las rotaciones y 'as deflexiones en los punios B y C 
Enire A y C la viga es una IR de 305 mm x 66.9 kg/m, /= 14568 cm' 
Entre C y Día viga es una IR de 305 mm x 96.7 kg/m. /=22 185 c 

API tr ACIÓN MI PRINCIPIO DE SUPERPOSICIÓN 

CASO A 

DIAGRAMA DE Mil I 

10 ion 



B 




1.5 m 



1.5 m 




5 Ion 



-i 

5 ion 




* A * *c s 5 ton 

W»- 5X1.5, 7.5, on-m 

W D*5x2.ioton.m 



EJEMPLO 3.7 (continuación) 



Viga conjugada 




^ ).im ^ l.',m 



2.0 m 




Cateas 



Cálculo de las reacciones 



IT 



«o 



«o 



0 



I IH Ih-ltttnj.n HMtVs 



EJIMPIO 3.7 (toniinujción) 



Corlante y momento fk-xit>n<intc en el punió 8: 



-8.54 + 



M a = r?-l -8.54x1.5 4 



1.5x7.5 ], ^91 
2 J Po 



1.5x7. 



Corlante y momenio flcxionante en el punió C: 
„ 1 [ 2x6.58 ]_ 6.5 

^2X6,58 
Deformaciones pata el caso A: 



>.5B 
'o 

h 

xix2 
3 



8.77 



o 



e 8 = 


2.91 




"f'o 




10 


Yb = 




~f'o 




6.56 




«o 




2.71 




«O 




8.77 








"«o 



CtfO B: 




VtKJ conjuRddj 



Cálculo de reacciones: 



«c = 



8 



J.52f/. 



T 



1 



3 



1.52 £/. 



o 



1.52 f/ G 

Cortante y momento flexionanle en el punto B: 

* 1.52 f/ D 

M„ = í Í2.fa7x 1 .5) = — 

" 1 .52 f/ 0 V ' 1.52 EI Si 

trito flexionanle en el punto C: 



I JO IWinm.ii uw 



EJEMPLO 3.7 Utínliniudón, 



Defotm,it«>ncs pjf.i el < a<~u B 



2.67 ^ 1.76 

1.52 f/ 0 " " Cfa 
_4 2.63 

1.52 £/„" £/ 0 

5.33 3.51 



1.52f/„ £/ D 

2.67 1.76 
"l.52f/ 0 "~£' 0 
8 5.26 



1.52£/ 0 £/„ 



Deformaciones totales 
4.67 



12.63 
10.09 



y ( =- 



0.95 

"o 
14.03 



£/, 



£/ f) =2 x ttf'X 14568 = 29136 x 1 0 6 kg-cm J = 29 1 3.6 ton-m 

Q g =-0.00160 rad 
V fl = -0.0043 m 
e, ff = 0.0035 rad 
6„= 0.0003 rad 
y, ■ -0.0048 m 



Esquema de deformaciones para el caso A: 




[squema de deformaciones para el caso B: 



Wforftj de Newrtmk \ 4 \ 




3.6 Método de Newmark 

En la Sección 2.10 se presentó el método de 
Newmark para el cálculo de fuerzas cortantes 
V momentos flexionantes, y se dijo que era es- 
pecialmente ülil para casos de cargas irregula- 
res/ El método puede ampliarse al cálculo de 
rotaciones y deflexiones. Una manera sencilla 
de hacerlo es combinándolo con el método 
de la viga conjugada. Ya que este método, 
como se vio en la sección anterior, se basa en 
el cálculo de fuerzas corlantes y momentos 
flexionantes en una viga conjugada, el méto- 
do de Newmark puede usarse para calcular 
estas fuerzas y momentos, de la misma mane- 
ra que se vio en la Sección 2 JO. El método es 
ventajoso porque aun cuando la viga real ten- 
ga cargas sencillas, las cargas que se apli- 
can a la viga conjugada, que son el diagrama 
de Af/f /, ya resultan complicadas, como se pudo 
ver en el ejemplo 3.7 que se acaba de pre- 
sentar. En el ejemplo 3.8 se ilustra la utiliza- 
ción del Método de Newmark para resolver la 
viga conjugada, aunque se advierte de ante- 
mano que no es do esta manera en la que se 
puí-de ulili/ar más eficientemente. 



V M»f omirraU al Jet lor rcp¿*<tr l¿ S«< ! 1,1 

<i+ Mm&m ei MHocJo ck- Ncwmjrk par.* el 



Ejemplo 3.8 

Se trata de un voladizo con cargas concen- 
tradas y se pide obtener las rotaciones y las 
deflexiones en los puntos de aplicación de 
las cargas. Se empieza por calcular los mo- 
mentos flexionantes en la viga real, como se 
vio en la Sección 2.10. Se sabe que en el 
extremo del voladizo la fuerza cortante y el 
momento flexionante son nulos, por lo que 
no es necesario suponer valores y luego plan- 
tear una configuración correctiva. De esta ma- 
nera se obtienen los momentos flexionantes 
del renglón 5 de la parte superior del ejemplo. 

A continuación se plantea la viga con- 
jugada, que es un voladizo empotrado en el 
extremo opuesto al de la viga real, y se car- 
ga con el diagrama de M/EL Como los mo- 
mentos flexionantes resultaron negativos, las 
cargas en la viga conjugada son hacia abajo, 
con la misma convención de signos que se 
ha venido usando. Ahora se calculan las fuer- 
zas cortantes y los momentos flexionantes 
en esta viga. Los valores del renglón 2 repre- 
sentan las cargas distribuidas en las secciones 
correspondientes. A partir de estos valores» 
se calculan las cargas concentradas equiva- 
lentes del renglón 3 con las ecuaciones 2.21 
y 2,22, ya que la distribución de cargas es 
lineal. Por ejemplo, la carga de -6.75 se ob- 
tuvo como: 



M2 nrtrnmjt tonw 



_ 1.50[2(-2.OO) -O.So| -675 



La constante l/f> está íaciorizada a la 
derecha.* Después se calculan las fuerzas 
cortantes y los momentos flexionantes, em- 
pezando con valores nulos en el extremo de- 
recho, ya que ahora ésleesel extremo Ubre. 
Los valores de y del renglón 4 representan 
las rotaciones 6 en las secciones de aplica- 
ción de las cargas concentradas, y los valo- 



res de M del renglón 7, las deflexión,* 
estos mismos puntos. Desde luego o*,/* 
rotación y la deflexión en el empotra^, J 
de la viga real son nulas. Los valores 
del renglón 5 representan las ««aciones to V 



medio en los tramos respectivos; 
pendientes de las secantes que van de 



soni. 



tremo a otro del tramo en 



'a viga defor madj 



Obsérvese que si se sustituye el va 
en ton-m 1 , las rotaciones quedan en 
y las deflexiones en m. 



radi anh 



EJEMPLO 3.8. CÁLCULO DE LAS DEFORMACIONES EN UN VOLADIZO POR 
EL MÉTODO DE NEWMARK Y LA VIGA CONJUGADA 



2 ton 



3 Ion 



4 ton 



EI=const. 



ua 



© h 1.00 

© V [Jjf -2.00 // * | \i. 

© Vh -2.00 

© M ^ N >j 00 ' / * 



1.50 



-400 



00 
í 1 .50, 



2.50 

-3.00 
-7.50 



uso 



nxvm 



-a 00 ton-m 




[n torio* los rifmplírt <M M^frwio tip Ni'wrtuiL .i l. * *^rínr°' 

-a - - a ^ ; >:™^z^;Y;:^t^r -~ 
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EJEMPLO 3.8 (continuación) 



VIGACOMUUMM 



© h 

® p 

© v 
® v 
® vh 




9 -!.00 

+¿1.00 +¡s.oo 

+ 79.00 
+79.00 

1 V 
-284.38 -205.38 



-o ">u 



-8¿X) ton-f?vEI 



4K2f 1/6lofvmi/EI 




El Método de Newmark para el cálculo 
de deformaciones puede plantearse sobre la 
base de consideraciones puramente geo- 
métricas y es asi como resulta más práctico 
V eficiente. Considérese un iramo de una 
curva cualquiera, como la mostrada con tra- 
zo grueso en la figura 3 JO, que puede ser 
un tramo de una viga deformada. En este tra- 
mo se han marcado tres secciones a, b y c, 
las tangentes a la curva en estos tres puntos 
v las secantes o cuerdas que unen los pun- 
tos con líneas rectas. Entre los puntos a y b, 
la pendiente de la curva va cambiando gra- 
dualmente de tal manera que el cambio an* 
guiar total sería el ángulo formado por las 
ingentes en ambos puntos, B 4h . fn la figura 
puede verse que este ángulo es igual a la 
suma d* los ángulos formados por las tan- 
ges y Im cuerdas o w , y a,„. Estos ángu- 
los pueden entonces considerarse como 



cambios angulares concentrados cuya suma 
equivale al cambio angular gradual entre a 
y b* Puede verse la semejanza entre los cam- 
bios angulares concentrados equivalentes y 
las cargas concentradas equivalentes que se 
han usado en el cálculo de fuerzas cortantes 
y momentos ílexionantes. De igual manera, 
el cambio angular total entre los puntos 6 y 
c,8^, sería la suma de los ángulos concen- 
trados equivalentes ¡xZ y a c ^ La esencia 
del Método de Newmark para el cálculo de 
deformaciones, según se describe más ade- 
lante, consiste en sustituir las rotaciones 
continuas, */8, de la figura 3.3 por cambios 
angulares concentrados equivalentes y ob- 
tener la rotación entre dos secciones como 
la suma de estos ángulos en vez de obtenerla 
por integración aplicando la ecuación 3.19. 

Si se conocen los ángulos concentra- 
rlos equivalentes a v 1-1 rotación y la defle- 
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í 1 í Angulo* cora mirados equivjlcntcs, á 










(2) fundientes de ijoRonlt-t, 6 í 
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-V 






e c=v^¡T" 
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14) Incremenios de deflexiones, 6h 










(5> [Wlexkmos, y 
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v- 

yb- 
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y ^5 \-z 
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Detalle en el pumo 



Figura 3.10. Construcción geométrica para el método de Newmark 



xión de la curva en algún punto, pueden 
obtenerse las rotaciones y deflexiones en los 
oíros puntos como se indica a continuación. 
En una tabla, como la mostrada en la íigura 
i. 1 0. se anotan en el primer renglón los án- 
gulo> conr entrados equivalentes «. SI se 
conoce la pendiente de la c uerda 0 



puede obtenerse sumando u jh a ü j como se 



ve en el detalle del punto a mostrad" 6,1 
parte inferior de la figura (obsérvese a*" u 
como esta la figura, el ángulo «* ne ^ 
vo porque el giro de la tangente a la cuCfl £ 
lic-nc* sentido horario). A continuad^ 

puede obtener la pendiente do 'a u%n * w 
en b, 0 ( , sumando el ángulo "" u 
«bivalente a la pendiente va *" M 



da Bj t . Siguiendo ni mismo procedimiento, 
gg pueden obtener 8,^, 0, y las pendiente* 
de las langenles y de la* cuerda* en toda la 
curva, renglones 2 y 3 de la tabla. 

f n el renglón 4 se han obtenido los pro 
duelos de «... pendientes de la* cuerdas fl 
por las longitudes de los I ramos h. C omo se 
está suponiendo que todos los ángulos son 
pequeños, estos producto* representan el 
incremento de deflexión de un punto a otro. 
Entonces, st se conoce el valor de y f el valor 
de y h puede obtenerse como la suma de y^ y 
del incremento de deflexión B^fi^. De la 
misma manera pueden obtenerse las 
deflexiones en todo los puntos de la curva, 
renglones 4 y 5. Los renglones 2 y 5 de la 
rabia proporcionan las deformaciones bus- 
cadas. 

En la explicación anterior se ha supues- 
to que se conocen los ángulos concentra- 
dos equivalentes a- Estos ángulos pueden 
calcularse de la siguiente manera. La 
ecuación 3.5 y la figura 3.3 indican que la 
rotación en una sección de longitud diferen- 
cial dx es igual a 

dft-4r<ft '3.5) 



ción usual en los libros de r..iU ulo I liter^n 
tul e Integral, pero en esla sección se esta 
usando la notación original del Método de 
Newmarkj Si se hace esta similitud, los án- 
gulos concentrado* equivalentes a puedan 
calcularse con las mismas ecuaciones den- 
varias en la sección 2.9.2 para obtener |j| 
cargas concentradas equivalente*, pero en 
vez de lo» valores de las cargas distri- 
buidas p se usan los valores de las curvaturas 
a m M/tl. Si se liene un diagrama Kí/ll li- 
neal entre dos puntosa y h t los ángulos t on 
centrado* equivalentes serán, por similitud 
con las ecuaciones 2.21 y 2.22: 

í L 13.27) 

o 

donde es el valor de M/f/en el punto a y 
a h es el valor de M/fl en el punto /), 

Si se desea obtener directamente la 
suma de u éti y de en el punto b se puede 
usar una ecuación similar a la 2.23: 



Sí se considera ahora una viga con una 
rarga distribuida de valor p f la carga tola) en 
una longitud dx será: 



dP w i#lx 



U,2Gí 



Pu**de enfonr f*\ establecerse una simi- 
litud MM las cargas distribuidas p y los va- 
Vf// / j *\w%* íf,-, (<>< ipror os de los 
radirn de curvatura, o sea, lai curvaturas, 
**gún indira la ecuar tón 37- A estas r urva- 
•ur^rt v tes denominará con la l*tra a 'en la 
V'r#ón 3.2 *e usó la letra Kt>ar4 referirse a 
'urvatora <on el lin de res|*elar la nota 



Si el diagrama de M/tl no es lineal, sino 
que tiene una distribución cualquiera, pero 
continua, que se* pueda aproximar por una 
parábola de segundo grado, los ángulos ron- 
c entrados equivalente* se podrán calcular 
< on ec uaciones similares a las 2*27, 
22h y 2. 25 que quedarían, respectivamen- 
te, i orno 



24 



Y si se desea calcular el ángulo ron- 
centrado equivalente total en el punto h, 
como la suma de y de se puede usar 
una ecuación equivalente a la (2.29): 

^^a-i + 'Oat + Oc) (3.34) 



En este último caso, las longitudes de 
los tramos deberán ser iguales. 

Se dijo anteriormente que además de 
los ángulos concentrados equivalentes, se 



requería conocer la rotación y | a fleflexi^ 
algún punto de la viga. Esto puede decU ^ 
de las condiciones fie apoyo do | a vír¿ 
ejemplo, si es un voladizo como el <|*i p 
pío anterior, la rotación y la deflexión son 
las en el empotramiento. Si no se conocen 
ningún punto, entonces se supone un V4 ? 
cualquiera en uno de los apoyos, y despufc ! 
revisan las condiciones de deformación en« 
otro apoyo. Si son incompatibles con U r 
Hedores n u< * impone este apoyo, se introdur 
una configuración correctiva, en formasen^ 
jante a como se hacfa en el cálculo de 
cortantes y momentos flexionantes cuando no 
se cumplían las condiciones de apoyo. En el 
cálculo de deformaciones, las configuraciones 
correctivas se basan en las restricciones a defor- 
mación en los apoyos, como se ilustra en los 
ejemplos siguientes. 

En resumen, el método aplicado di cálculo 
de deformaciones es igual al método aplicado 
al cálculo de fuerzas cortantes y momentos 
flexionantes si se hacen las siguiente* 
equivalencias: 



CAlCUlO DE M< >Mf NTOS Y FUERZAS CORTAN TES 



Carga* distribuidas, p 



Cargas roncenttadas et/uiVa/emei, P 



furrrss totUntn rn ftí toectona, V 



fu*r/jt torU/ttf en fo* tramos. V 



Mvm+ntM ffa*km*r\t+s. M 



flf-WUón iir MyV Mi ti* MAM 



CAlCULO DE ROTAClONESY DEFLEXIONES 



Curvaturas, a = A//£/ 



Angulos concentrados equivalentes a 



Rotaciones en las seccione*, 6 



Rotaciones íln las cuerdas, 8 



lM\n iones, 



Revisión de 8 y y *, |« ¿ 



Ejemplo 3*9 

Se calculan las deformaciones en el voladi- 
zo del ejemplo anterior, pero sin plantear la 
viga conjugada, sino que usando las consi- 
deraciones geométricas planteadas en los 
párrafo* precedentes. La obtención de los 
momentos flexionantes en los cinco prime* 
ros renglones es igual a la del ejemplo 3.8, 
así que no merece ningún comentario. 

En el renglón 6 se han calculado las cur- 
vaturas a = M/íl. Como El es constante, sim- 
plemente se ha factorizado a la derecha y 
los valores de este renglón son iguales a los 
del anterior. A partir de las curvaturas a se 
han calculado en el renglón 7 los ángulos 
concentrados equivalentes a. Ya que las 
cargas de la viga son concentradas, el diagra- 
ma de momentos es lineal, y el cálculo debe 
hacerse con las ecuaciones 3-27 y 3.28, Por 
ejemplo, el valor de -22,50 se ha calculado 
con la ecuación 3,27 de la siguiente manera: 

í~ = ^|2M>.50) 4 (-8.00)) = 

A la derecha del renglón se ha factorizado el 1/6, 
Después se han calculado las rotacio- 
nes de las tangentes a las secciones, 6 y las 
rotaciones de las cuerdas 8 (véase la figura 
3,10), Para hacer esle cálculo, se partió del 
valor conocido de 6 en el empotramiento, 
va que se sabe que es nulo. Este valor cono* 
tido se ha enterrado en un cuadro en el 
ejemplo, Al valor de 8 en el empotramiento 
*e le sumó el valor de a en el mismo empo- 
tramiento, como se muestra con la pequefta 
flecha que va de 0 a -41,25, El valor que se 
obtiene es el de la rotación de la cuerda 0 
en el tramo J-4; como se está sumando de 
derecha a izquierda, se debe cambiar el 
*tgno y igual que en el rálculo de fuer/as 



Mttodo de Noivm.uk 1 4 7 

cortantes y momentos flexionantes. Después, 
a la pendiente de la cuerda en el tramo 3*4 
se le suma el ángulo equivalente a <i la 
derecha de la sección J, cambiando el signo 
de esle último por ir de derecha a izquierda. 
Se obtiene así el valor de +63.75, que es la 
rotación de la tangente a la sección 3, Se con- 
tinúa de la misma manera hasta completar los 
renglones 8 y 9, 

Teniendo los valores de las rotaciones 
de las cuerdas 0 se multiplican por las lon- 
gitudes de los tramos, h, con lo cual se ob- 
tienen los incrementos de deflexión 8ft, 
como se ha explicado en referencia a la fi- 
gura 3,10. Estos valores se muestran en el 
renglón 10, Finalmente, para obtener las 
deflexiones y, se empieza con un valor de 0 
en el empotramiento y se van sumando los 
incrementos 8/i, hasta llegar al extremo del 
voladizo, renglón 11, 

Se puede ver en este ejemplo la equi- 
valencia entre el cálculo de deformaciones 
y el de fuerzas cortantes y momentos que 
se planteó en la tabla anterior. Las curvaturas 
a equivalen a los valores de la carga dis- 
tribuida en cada sección, p. Los ángulos 
equivalentes a a las cargas concentradas 
equivalentes P, Las rotaciones 8 y 8 a las tuer- 
zas cortantes en las secciones y en los ira- 
nios, respectivamente. Y las deflexiones y, a 
los momentos flexionantes Al Haciendo es- 
tas equivalencias, la secuencia de los cálcu- 
los es la misma, pero es importante observar 
que las condiciones de frontera sí son dife- 
rentes. Mientras que en el cálculo de tuer- 
zas cortantes y móntenlos se partió de los 
valores conocidos de V m 0 y M = 0 en el 
extremo libre del voladizo, en el cálculo de 
deformaciones se partió de los valores 
conocidos 0*0yy = 0enel empotramiento. 



FIEMPIO .3.9. CÁLCULO DEL VOLADIZO POR El MÉTODO DE NEWMARK <V(r SIOn 
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En la figura 3.1 1 se muestra el significa- 
do físico de algunos de los valores que se han 
obtenido en el ejemplo 3.9. Con lineas llenas 
se han trazado las t uerdas que unen las seccio- 
nen de la viga deformada y con líneas puntea- 
da-., las tangentes a las secciones (por claridad 
de la «gura no se mueslra la viga continua de- 
formada). Empezando con la sección A, el án- 
gulo equivalente de -41.25 proporciona la 
roiar ion de la ( uerda 1-4. va que la pendiente 
es nula en el empotramiento. Este valor, su- 



mado al ángulo equivalente de -22.50, «w* 0 * 
con signos cambiados, permite obtener ü 
rotación de la tangente en la sección 3 resp«" 
■i la horizonial, o sea. +63.75. Continúan* 
las sumas hacia la izquierda, se HegJ 3 ' 3 
rotación en el extremo del voladizo de +8> 1 
Obsérvese que esta rotación debe se' í**"* 
de acuerdo con la convención de «f**í 
que la rotación de la horizontal a U 1 *** 1 
en la sección 1 es en sentido ■ ,n,ihü ' J f 1 ^ 
deflexión en el extremo del voladizo o? 1 * 



negativa, porque do la horizontal a la curva se 
tiene un desplazamiento hacía abajo. Los valo- 
res mostrados en la (¡Hura 3.1 1 no incluyen el 



término que está facrouzado a la derecha de la 
labia, para quo coincidan numéricamente ton 
los del ejemplo. La figura i M no está a f-sula. 




figura 3.11, Algunos valores del ejemplo 3,9 



Ejemplo 3.10 

Se pide calcular las deflexiones en una viga 
libremente apoyada con una carga triangu- 
lar y con momento de inercia variable- Por 
estos dos parámetros variables, la viga no es 
simétrica y es necesario introducir configu- 
raciones correctivas tanto para el cálculo de 
momentos y fuerzas cortantes, como de ro- 
taciones y deflexiones. 

Para el cálculo de momentos y cortan- 
Its, se calcularon las cargas concentradas 
equivalentes totales en cada sección, con la 
ecuación 2.23. Así/ la carga de ^12.00 del 
renglón 4 se obtuvo de: 

p * = 7 1 > - 1 00 J + 4< ^2 .00) + * ^ 3 -00)1 ^ | (- 1 2 .0) 

Como no se conoce la fuer/a corlante 
**n ningún punió, se supuso una fuerza cor- 
tante de +6.00 en el tramo N2, encerrada 
en un óvalo en el ejemplo, Al obtener el mo- 



mento en el apoyo de la derecha resultó un 
valor de -36.00, por lo cual fue necesario 
Introducir un momento correctivo de +36.00 
en este apoyo, con una variación lineal has- 
ta 0 en el apoyo izquierdo. De esta manera 
se obtuvieron los momentos finales en el ren- 
glón 8- Obsérvese que para el cálculo de 
deformaciones, sólo se requieren los mo- 
mentos flexionantes en las secciones, y no 
las fuerzas cortantes. Por eso es suficiente 
con calcular las fuerzas equivalentes totales 
con la ecuación 2.23. y por la misma razón, 
no es necesario corregir las fuerzas cortan- 
tes supuestas en el renglón 5. 

Al calcular las curvaturas a en el ren- 
glón 9, fue necesario considerar que el valor 
de ti no es constante. Así que se dividió el 
valor de M en cada sección entre el de £/ 
que aparece en el renglón 2. Por ejemplo, 
el valor de +2,50 en la sección 2 se calculó 

como 1 5/fa. 

Como no se piden en este ejemplo las 
rotaciones en las secciones, sino únicamen- 



I SO /VtaroMtfcJnp, 



te las deflexiones, los ángulos equivalentes 
« se calcularon con la ecuación 1*34 que 
cía el valor del ángulo equivalente total en 
cada sección. Por la misma razón, no es ne- 
cesario calcular los ángulos equivalentes en 
los apoyos, ya que no se requieren, como se 
puede ver en el ejemplo, para el cálculo de 
deflexiones. Desde luego que se pueden 
calcular los ángulos equivalentes a cada lado 
de la sección y en los apoyos con las 
ecuaciones 3.30 a 3-33, pero aumenta la la- 
bor numérica. Es importante observar que en 
este ejemplo el diagrama de M/íl no es li- 
neal, por lo que es necesario usar las ecua- 
ciones que corresponden a una variación 
parabólica. Como ejemplo de la aplicación de 
la ecuación 3,34 se muestra a continuación 
el cálculo del valor de +28.43 del renglón 10 
y la sección 2: 

*2 = ^|líO) + 10<2.50>+X3.43(] = ^(+28.43) 



Al iniciar el renglón 1 1 se encuentra que 
no se conoce la rotación en ningún punto de 
la viga. Se supuso entonces una rotación 
cualquiera 9* en el tramo I -2, en este caso de 
(-28.43», encerrada en un óvalo en el ejem- 
plo. A partir de este valor, ya se puede calcular 
todo el renglón, sumando a los valores de 6\ 
los valores de a, como se muestra con las fle- 
chas pequeñas. Después se calculan las 
deflexiones en el renglón 1 2, iniciando con un 
valor correcto de 0 en el apoyo izquierdo, y 
sumando los valores de 8' del renglón ante- 
rior; no se ha calculado un renglón con los 
vafores de B'h, porque h es constante en este 
ejttnplo, Al terminar el renglón 1 2, se llega 
a una deflexión de +80.16 en el apoyo de- 



recho, la cual es incorrecta ya q U( . 
nula- Esta incompatibilidad de defornw** 
en el apoyo derecho se debe a q ue 
supuesto de (-28.43) no es correcto, 
$e obtiene una viga deformada como U rtk° 
Irada en la parte inferior del ejemplo, 
lada con y' r en la cual hay una dejfej? 
positiva, o sea, hacia arriba en el anJ" 
derecho de +80,16* Es necesario inirodu \ 
entonces una configuración correctiva comí 
la señalada con y ( en la parle inferior ^ 
ejemplo, con una deflexión de ~80.l6ene( 
extremo derecho, para anular la incompat 
bilidad, y 0 en el extremo izquierdo, ya q^ 
aquí el valor inicial es el correcto. Loque*, 
dica la configuración correctiva es que a 
valor de 6 en el apoyo izquierdo no era de 
(-28,43), como se supuso, sino que debió 
ser (-28,43 - 20,04 = -48,47). El valor de 
-20,04 se obtiene dividiendo el valor dev 
en el apoyo derecho entre los cuatro tramos 
de la viga. El lector puede comprobar que si 
se inicia el renglón 1 1 con -48.47, se lleg* 
a una deflexión nula en el apoyo derecho. 

En este ejemplo se puede ver la equiva- 
lencia entre las configuraciones correctivas 
para cortantes y momentos, y para rotacio- 
nes y deflexiones. En las primeras, se restrtu- 
yen las reacciones que debe haber en tos 
apoyos, mientras que en las segundas, se res- 
tituyen las condiciones de deformación en 
los apoyos. También se puede ver la simpli- 
cidad del Mélodo de Newmark en compa- 
ración con los métodos analíticos, sobretodo 
para cargas irregulares. La resolución de e*K 
problema por alguno de los métodos ante- 
riores conduce a ecuaciones y cálculos 
complicados, ya que lo ecuación del M* 
ma de momentos y la de M/EI son íunoon* 
difíciles de operar 
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Ejemplo 3.11 

L.i viga de este ejemplo llene un extremo 
empotrado y un.i articulación interior, fóra 
el < «i leu lo de fuerzas cortanles y momentos, 
se tienen como valores conocidos el de la 
fuerza cortante en el tramo I -2. que es igual 
a la carga aplicada en el extremo del voladi- 
zo, el momento en la articulación, sección 
3. que es nulo, y el momento en el extremo 
del voladizo que también es nulo. Estos va- 
lores se han encerrado en un cuadro, para 
indicar que son definitivos, y se han marca- 
do con los pequeños números I, 2 y 3, res- 
pectivamente. Si ahora se suma al momento 
cero en la sección 1 , el valor de V en el tra- 
mo 1 -2, se obtiene el valor de M - -5 en la 
sección 2, que también se ha encerrado en 
un cuadro. Si los valores de M en las seccio- 
nes 2 y 3 son -5 y 0, respectivamente, el 
valor de V en la sección 2-3 liene que ser 
+5, ya que sólo así se puede pasar de M = -5 
en la sección 2a M = 0 en la sección 3. Ya te- 
niendo este valor de V en el Iramo 2-3, se 
puede completar el renglón 3 de la tabla su- 
mando las cargas de izquierda a derecha; 
por ejemplo, el valor de -5 en el tramo 3-4 es 
la suma de +5 en el tramo 2-3 y la carga de 
1 0 en la sección 3. Y ya teniendo completo 
el renglón 3, se puede completar también el 
renglón 4 sumando los valores de Va partir 
del momento en la sección 3. De esta ma- 
nera ya se tiene el diagrama de momentos. 

El renglón 5 de curvaturas tiene los mis- 
mos valores del renglón de momentos, ya que 
tí es constante. Debe observarse que este 
diagrama es lineal, porque las cargas son con- 
' entradas, así que los ángulos equivalentes o 
del renglón 6 se deben calcular con las 
ecuaciones 1 .27 y J.28. Aquísehancalculado 
a ambos lados de cada sección, para obtener 
todas las rotar iones y porque hay una discon- 
tinuidad angular en la articulación interior. Por 



ejemplo, el valor de -20 a la de fecha . 
sección 4 se calculó como: 



Los renglones 7 y 8 pueden iniciarse c 
el valor de 0 = 0 en el empotramiento JT 
ción 6. Después se van sumando los valo, 
de a de derecha a izquierda cambiánrlou. 



signo. De esta manera se pueden c 
dichos renglones hasta el valor de 6 en la sec 
ción 3 y de 9 en el tramo 3-4. No es posible con. 
tínuar sumando hacia la izquierda porque 
como ya se dijo, hay una discontinuidad a> 
guiar en la articulación localizada en \¡ 
sección 3 . Lo que sí se puede hacer es eropey, 
a calcular los valores de las deflexión» 
renglón 9, empezando con y = o en eí 
empotramiento. Sumando los valores deédr 
derecha a izquierda, se puede llegar hasta ei 
valor de y en la sección 3; todos estos valores 
se han encerrado en un cuadro. Ahora bien, 
se sabe que y = 0 en el apoyo de la sección .\ 
Entonces, a partir de los valores de y en lat 
secciones 2 y 3 se puede obtener el valor de 6 
en el tramo 2-3, el cual debe ser de -350. 
Teniendo este valor ya se pueden completa* 
los renglones 7 y 8 sumando los valores de¿ 
de derecha a izquierda con signo cambia*). 
Finalmente, se puede obtener el valor deyen 
el extremo del voladizo, sumando el valor* 
fl en el tramo 1 -2 al valor nulo de y en el apo- 
yo de la sección 2. 

En la parte inferior del ejemplo se mues- 
tra la forma de la viga deformada, en la 9* 
puede verse la discontinuidad angular en 
articulación. Nótese que el valor de 6 - *' 65 
corresponde al lado derecho de la articulación- 
ya que se calculó sumando los valores d?° 
de derecha a izquierda desde el emp°«* 
"liento. El valor de 6 a la izquierda de la ^ 
dilación se obtiene sumando al valor de í 
el tramo 2-3. el de a a la izquierda o* '<< 



ción i. Estos valores de B se han s<*ñ«iladr> en 
| (1 figura do la parte interior del ejemplo, (ib- 
sftwsc que los siRnos están de acuerdo con 
la convención empleóla. 

Es impórtenle observar en este ejemplo 
que no fue necesario introducir configuracio- 
nes correctivas ni para el cálc ulo de i orlantes 



y momentos, ni para el de rotaciones v 
deflexiones, tas condiciones ríe apoyo y de 
deformación permitieron completar el c álcu- 
lo sin estas configuraciones. Esto no siempre 
es posible, por lo que cada caso particular de- 
berá analizarse con el fin de determinar si es 
necesario introducirlas y cómo deben ser 



E)EMPlO 3,1 1 . CÁLCULO DE ROTACIONES Y DEFORMACIONES EN UNA VIGA 
CON ARTICULACIÓN INTERIOR 
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Ejemplo 3.12 

La caiga de esra viga es uniformemente drs- 
tribuiría, por lo que las cargas GOnC*nttéda¡ 
equivalente*, del renglón j se calcularon con 
las ecuaciones 2.23 y 2.21, para las seccio- 
nes I y 5, y con la ecuación 2.22 para las 
secciones 2, 3 y4. ya que en islas se calculó 
la carga total. 

Para el < ák ufo (le las fuerzas corlantes 
V del renglón 4, se partió de un corlante 
definitivo nulo en el extremo del voladizo, 
encerrado en un cuadro, y de uno supuesto 
de 1 2 en el tramo 1 -2, encerrado en un óva- 
lo. Los momentos M' definitivos, en el Iramo 
4-5 están también encerrados en un cuadro, 
y los provisionales, de la sección 1 a la 4, 
no lo están. Se puede ver que hay una dife- 
rencia en el momento flexionante a ambos 
lados del apoyo 4 que se corrige con una 
configuración correctiva de momentos de -6 
en el apoyo 4 y 0 en el apoyo I (véase el ejem- 
plo 2.17 y |a figura 2.24*. De esle modo se 
obtienen los momentos finales del renglón 7. 

Los valores de a son iguales a los de M 
porque el momento de inercia es constante. 
El cálculo de los ángulos equivalentes a se 
hizo con las ecuaciones correspondientes a 
distribución parabólica, ecuaciones 3.30 a 
3.33. Entre las secciones 1 a 4 no hay nin- 
gún problema para este cálculo. Por ejem- 
plo el valor de +124 se calculó como: 

a i.i = ^[7(+10>+6(+8>- 1-6)]= ^(+124) 

Sin embargo en el cálculo de a 4 y de 
a s 4 s<- presenta el problema de que no hay 
tres puntos consecutivos en el diagrama de 
momentos, ya que dicho diagrama tiene una 
discontinuidad sobre el apoyo derecho. En 
la parte inferior del ejemplo se mueslra la 
forma de este diagrama. Para pxler aplicar las 
ecuación** m urre a un artifi- 



cio °. ue consiste en extrapolar el di jR(a 
momentos hacia la izquierda de la 
como se mueslra también en el croque- 
parte inferior. Para hacer esta i'xlrapoj^ 
se supone que el apoyo se recorre a |¿ s ¿7j 
3, y se trata la viga como un voladizo 
secciones 3 a 5. Esto se muestra on la U |¿ * 
la parte inferior, en la que se calculan 1^ 
gas equivalentes P; las fuerzas cañante** 
empezando con 0 en el extremo derecho- 
los momentos M, empezando también con J 
en el extremo derecho. Se obtiene así 
momento extrapolado en la sección í es de -24 
Ahora ya se tienen tres puntos de una función 
continua y se pueden aplicar las ecuación* 
3.30 a 3.33. Por ejemplo, el valor de -I6ad 
derecha de la sección 4 se calculó, usando 
los valores de a de la tabla inferior y b 
ecuación 3.31, como: 



«45 - ^|*0) + 1 0í-6>- X-24>] = lw 



En el cálculo de los renglones lOv II, 
se partió de un valor supuesto de -92, en- 
cerrado en un óvalo, para 9' en el tramo 1-2. 
Después se sumaron los valores de apara 
completar estos dos renglones. Para el 
cálculo del renglón 12, se partió de una va- 
lor nulo de la deflexión en el apo>o 
izquierdo y se sumaron los valores de V 
Se observa que se llega a una deflexión in- 
correcta en el apoyo derecho de *}2*> P 01 
lo que es necesario aplicar una confi- 
guración correctiva de deflexiones. Es" 
configuración consiste de una línea n*" 
que va de 0 en el apoyo izquierdo, rfon* 
no hay que corregir, a -324 en e. 



aix 



derecho, y que continúa hasia el e*"* 
del voladizo, ya que la viga no puede ti ? 
ningún cambio angular de un eXlníO" 



otro, 
tic 
Sum 



o. Eslo último sólo podría ocurrí' ^ 
se una articulación interior e" ' J 
.mándé los renglones 12 y 13 *¿¡m 
"en las deflexiones finales en el ren*» 



EIEMPIO 1.12 CÁLCULO DE LAS DEFLEXIONES EN UNA VIGA CON DOS 
APOYOS V UN VOLADIZO, MÉTODO DE NEWMARK 
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3-7 Cálculo de deformaciones 
por métodos energéticos 

Í 7. / Irahaio externo y trabajo interno 

Todos los métodos presentidos en las sec- 
ciones anterioras de este capitulo se basan 
en consideraciones geométricas ya <|ue ana- 
luán las relat iones que existen entre las car* 
gas aplicadas y las rotaciones y deflexiones 
ocasionadas en vigas y columnas por dichas 
cargas. Fn osla sec ción se presenta un enfo- 
que diferente al cálculo de deformaciones 
basado en consideraciones energéticas: en 
la energía que se requiere para deformar un 
miembro estructural y en la energía interna 
que se desarrolla dentro de un miembro al 
deformarse. Los métodos basados en este 
enfoque presentan ventajas sobre los méto- 
dos geométricos en el caso de deformaciones 
de armaduras y de marcos rígidos. Aunque 
en la Sección 3,1 se mencionó que para la 
resolución de vigas y marcos hiperestáticos 
sólo se consideran, en este texto, deforma- 
ciones debidas a flexión, en esta sección se 
ilustra también la aplicación de los métodos 
energéticos en el cálculo de deformaciones 
por carga axial y por fuerza corlante. Las 
producidas por carga axial resultan fundamen- 
tales en la resolución de armaduras hiperes- 
tatítas, tema que se trata en el Capítulo 4. 

Los métodos energéticos se basan en el 
Principio de la Conservación de la Energía 
estudiado en (os cursos de Física. ^ Pora el 
caso ríe cuerpos sólidos constituidos por un 
material elástico, este principio establece 
que el trabajo externo desarrollado por fuer- 
zas que actúan sobre un cuerpo se trans- 
forma en tr.ibajo interno o energía de 
deformación elástica. Fsta transformación 
puede expresarse matemáticamente con la 
ecuación: 

1 Vé**, w» •ttmftiti, ffli*. Oy.ir/Jh.il v VoIjmo, 
'i*. . iirftw rfv fHm~, ( ICW, 1972, México, un 
IM 177. 



U.=U. 
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donde U t . representa el trabajo exte r 
lizado por las fuerzas aplicadas y u 
gía interna de deformación elástica i 
siguientes secciones se muestra cómo r i 
lar el trabajo externo y el trabajo interné í 
distintos tipos de cargas y acciones interné 

i.7.2 Trabajo externo realizado por un» 
carga axial 

Supóngase que a una barra recia de loo-,, 
lud t, como la mostrada en la figura 3 
se le aplica una carga axial F que aumwu 
uniformemente su valor desde 0 hasta P i, 
cual produce un alargamiento en la barra* 
magnitud A. Se puede trazar una gráfkj 
como la mostrada en la figura 3.1 2-6 qw 
muestre el valor de la carga en cualquier 
momento contra el alargamiento de la tu- 
rra, x. Recordando de los cursos de Física que 
el trabajo realizado por una fuerza que st 
desplaza a lo largo de un eje es igual a li 
magnitud de la fuerza por la distancia reco- 
rrida, el trabajo realizado para producir un 

alargamiento diferencial dx es igual foV.qt* 
es el área del rectángulo diferencial mosto- 
do en la figura 3.1 2-0. El trabajo total rfi* 
zado por la fuerza hasta alcanzar el vatorf» 
es Jfdx que viene siendo el área del triángulo 
oab. Por lo tanto, el trabajo externo realiw- 
do por la fuerza P 0 será igual a: 



Si después de haber alcanzado la 
formación ó, se aplica otra fuerza V* 
aumente su valor también unifwn*'**^ 
desde o, y manteniendo aplicada la 
/'„< de tal manera que se produzca " n ' 
formación adicional ó., la fuerza 'V^-^ 
un trabajo externo igual al Atea del I 



i rA» óvfo,m*c«tftr*i por m+to&n nwtpHKm IS7 




ib) 



(el 




Figura 3.12. Trabajo externo desarrollado por una carga axial 



guio adeb, y la nueva fuerza aplicada P r un 
trabajo igual al área del triángulo sed; véanse 
la* figuras y -d Esto se explica por- 

que la primera fuerza mantiene un valor 
comíanle mientras la barra sufre el alarga- 
miento A |( en tanto que la segunda fuerza 
aumenta su valor desde 0 hasta P r El trabajo 
matizado en esta segunda napa por P¡¡ será 



vel rMli/adi, por wr* 



/(Al 



II IB) 



Es importante observar la diferencia 
entre el trabajo realizado por una fuerza que 
mantiene constante su valor, y el realizado por 
otra que lo aumenta uniformemente, o sea, 
que se aplica gradualmente. 

Si en vez de una barra aislada, como la 
de la figura 3-12, se tiene una estructura con 
varias cargas aplicadas, cada una de ellas 
desarrollará un trabajo externo igual a la 
magnitud de la carga por la mitad de su des- 
plazamiento, si las cargas se aplican coníonne 
%v deforma la estructura; o igual a la mag- 
nitud de In carga por todo el desplazamien* 
to, *l la* cargas se aplican previamente M 
desplazamiento. 




Figura 3.13, Trabajo exierno desarrollado por un momento 



3.7.J Trabajo externo reafí/ath 
por un momento 

Supóngase ahora que una recia oa, figura 
3.13, so hace girar por la acción de un mo- 
mcniü M hasta la posición ob f de (al manera 
que M aumenta uniformemente desde 0 hasta 
M tr Siguiendo el razonamiento de la sección 
anterior, el trabajo realizado por el momento 
será igual a: 

6i 



U r = jM ( /Q = -M„$ (3.39) 



Si después se aplica otro momento M. 
que produzca una rotación adicional 8„ 
manteniendo constante el valor de M el tra- 
bajo realizado por M g será: 



y el realizado por M será: 



1 



(3.40) 



Í3.41) 



Si en una estructura existen varios mr> 
memos aplicados, el trabajo exlerno lo|j| 

será la suma de los trabajos desarrollados 
por rada uno de ellos. 



3.7.4 Trabajo interno en una harta bajo 
carga axial 

En las dos secciones anteriores se han «t. 
blecirio ecuaciones para calcular el trabar 
externo. En ésta y en la siguiente se estable- 
cerán ecuaciones para calcular el trabajo ¡n. 
terno U r Si la barra de la figura 3.12-atien; 
una sección transversal de área A, la fuera 
axial P t) producirá esfuerzos axiales de maj 
nitud o = P 0 / A. Si el material es elástico, 
como se ha venido suponiendo, estos esfuer- 
zos causarán deformaciones unitarias e=©/£ 
Sustituyendo el valor de o, se obtiene t¡ 
PJAI. El alargamiento total de la barra, i 
es igual a la deformación unitaria, e, multi- 
plicada por la longitud inicial, ' 
Sustituyendo el valor de e ya calculado * 
obtiene: 



A «S¿ 



rJ.42' 



Sustituyendo este valor de A en la 
ción 3.36 y tomado en cuenta que seffftj 
ecuación 3.35 el trabajo interno es 'g" al * 
externo, se llega a la siguiente expresión 9** 
calcular el trabajo interno o energía el*» 
de deformación en una barra sometida a** 
80 ■"■.>; 

P 2 i 



Mtuio tfr ikUHmACMw* por mfiitMjot Mm$étKQi 1 59 



S¡ una estructura está constituida por 
valias barras sujetas a carpa axial, como una 
armadura, el trabajo interno total será la 
suma de ' os trabajos internos de cada barra, 
lo cual puede expresarse como: 

3.7,5 Traba/ 0 interno en un vhmcnto 
w/rtoa ílexión 

Al plantear la Teoría de la Viga Elástica en la 
Sección 3.2, con referencia a la figura 3.3, se 
obtuvo la ecuación 3, 17 que se reproduce a 
continuación: 

6 = J^cftc (3,17) 

Sustituyendo este valor de 8 en la ecua- 
ción 3,39, considerando que el momento 
aplicado es M (función de x),que la integra- 
ción debe hacerse a tocio lo largo de la viga 
déla figura 3.3-a, y que el trabajo interno es 
igual al externo: 

Esta ecuación permite calcular la ener- 
gía elástica de deformación en una viga o en 
una columna sujetas a flexión. Si una estruc- 
tura tiene varias vigas o varias columnas, el 
trabajo interno total será la suma de los tra- 
bajos internos de todos los miembros. 

Las expresiones obtenidas para cal- 
cular el trabajo externo desarrollado por 
fuer/as y momento^ y el trabajo interno o 
energía de deformat ión acumulada en ele- 
mentos sujetos a carga axial y a momento 
"entonante, permiten plantear métodOI 
P*'* el cálculo de rotaciones y defle- 
xiones. Los métodos estudiados gene- 



ralmente son tres: el llamado método del 
principio del trabajo y la energía, en el que 
sencillamente se igualan <:l trabajo externo 
y el interno; el método del principio del 
trabajo virtual, en el que se introduce una 
fuer/a ficticia; y el método basado en el 
Primer Teorema de Castigliano. El segundo 
es el más sencillo y el más usado en la 
práctica, por lo que es el presentado con 
mayor detalle en este texto. Sin embargo, 
el conocimiento de los otros dos métodos 
es importante para comprender la amplia 
aplicación de los métodos energéticos en 
el análisis estructural. 



3. 7. 6 Método del Principio 
del 7 1 abajo y la Energía 

En este método se plantea una ecuación que 
exprese el trabajo realizado por una carga, 
que es el trabajo externo, y otra que exprese 
el trabajo desarrollado internamente. La pri- 
mera queda en función de la deflexión en el 
punto de aplicación de la carga, y la segun- 
da, en función del momento flexionante o de 
las cargas axiales producidas por la fuerza 
aplicada, Al igualar ambos trabajos, queda 
una ecuación cuya incógnita es la deflexión 
buscada. A continuación se ilustra con un 
ejemplo. 



Ejemplo 3,13 

Se calcula la deflexión en el centro del claro 
de una viga libremente apoyada con una 
carga concentrada en el mismo punto. El tra- 
bajo externo es el desarrollado por la carga 
concentrada al deformarse la viga. Por ana- 
logía con lo que sucede en una barra con 
carga axial (sección 3.7,2), el trabajo exler> 
no es igual a la magnitud de la carga por la 
distancia que recorre, o sea, V¿ PA. 

El trabajo interno se calcula con la ecua- 
ción 3,45. En cualquier sección de la viga 



lf>0 í***,.m#*mm.. 



« «niprwkfkfa entre el .i|»m.>.ir I.i i/unn-Mia v 
«I centro «íel cidro, „¡. m < unenic i Hex» maule e* 
<Ku.il j |., rtMctíón, /'/i. imilhplK .«d.i i*" l.i 'I'* 
Mni 1,1 \ ,il .iiKivu. | ,i Int.-Hr... Ion se hi/n vfítm 
el apoyo v «'I centro del < laio v, por «.imcírta, 
m* ifii|)li ( (> (Mu obtener el h.iIm/o en torta la 
vik-1. Si I.i ( ,irR.i n« hubievo oslado en el < en- 
"o del i dim, se nM«*t¡f, Ki.i ¡un separado v»\f 
el ,i|>oyo i/qujeuki v el punto (lo aplicación 
de ta cania, v rnlrr este pimío v el apovn de 
W no; o bien, »• hubiese r.imbi.ido el Origen 
de coordenadas .il apovo dore» ho. I malmenle 
v igualaron (-J t(.)l),i|o externo y el interno \ ><• 
rtespeio.K.ilo! de |. ( deflexión \ 



Se puerto ver en tiU BrWnpt 0 ,„ 
nn'iorto quo *o mtá ilustrando i¡ Pn » Jj H 
done* importantes, Si la viga h u h lpt4 , r** 1 * 

vana* oargai apiu -Hi.is ,,i , ,,), l() |( 

bajo eider no hubiesen aparer K j,, ' 
incógnitas, l.is deflexiones bajo (<ií | * 
rte las cargas, y el problema rcmitS 
Irresoluble. También hav que oliM>rv,if 
solí» pómulo ( ,iU ul.tt I.i deflexión en el ni 
rti' aplicación rte la carga. Por estas r.»/*"** 
es un método imko usado en la pr4 t| . 
Sin embargo, permite v'^iali/arclarimwi 
el fundamento de los métodos enZ* 
ticos. 



E If MPlO 3.13, CÁLCULO Di LA DEFLEXIÓN EN EL CENTRO DE UNA VIGA LIBREMENTT 
APOYADA POR El MÉTODO DEL PRINCIPIO DEL TRABAJO Y LA ENEROLA 
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EJEMPLO 3.13 (continuación) 



U=--~\ \ ¿ dx* 
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IGUALANDO EL TRABAIO EXTERNO Y EL INTERNO 
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3.7.7 Método del Principio 
del Trabajo Virtual 

Este es el método más general y más usado 
en la práctica. Se puede aplicar a cualquier 
Tipo de estructuras, permite calcular defle- 
xiones y rotaciones sin aumentar mucho la 
labor numérica, y también se pueden obte- 
ner con su aplicación las deformaciones 
causadas por efectos de cambios de tempe- 
ratura o defectos de construcción. Se llama 
del trabajo virtual porque se fundamenta, 
romo se verá a continuación, en la aplica- 
ción a la estructura de una carga virtual, o 
v*a, inexistente en la realidad, y en el cálcu- 
[ " dH rebajo desarrollado por esta carga vir- 
tual 

Wpónflav un cuerpo de forma cual- 
luiwa, como el mostrado con línea llena en 
h %M M4-a, al que se aplican Rradualmente 
***9¡4* concentrada*, P, en varios puntos A, 
C de u\ mam-ra que lo deforman hasta 
**Wirir la vitueta mostrada con línea pun- 
tad* en U mnma (¿««ra. Éstas fuer/as ex- 



lernas producen fuerzas internas en el 
cuerpo, que se denominarán fuerzas 5, que 
se muestran en la figura actuando sobre un 
elemento de longitud t, el cual se deforma 
por la acción de estas fuerzas- Supóngase 
también que se desea calcular la deflexión 
en olro punto cualquiera, D, del cuerpo 

mostrado. 

Se calcularán primero el trabajo exter- 
no de las fuerzas P y el trabajo interno de 
las fuerzas 5 en el cuerpo de la figura 3.14-a. 
El primero, de acuerdo con lo expuesto en 
la Sección 3.7,2, será: 

y el trabajo interno, de acuerdo con la Sec- 
ción 37,4. será: 

V $ m%lsm (3.47» 
Ipualando lus trabaos externo e interno: 




Figura 3.14. Principio del trabajo virtual en un cuerpo cualquiera 



(3-48) 

Supóngase ahora que al mismo cuerpo 
se le aplica, también gradualmente, una car- 
ga virtual en el punto en el que se desea cal- 
cular la deflexión, en este caso, en el punto 
D. Esta carga puede tener cualquier valor, 
pero por conveniencia se hace unitaria. Su 
dirección debe ser la misma que la dirección 
en que se desea conocer la deflexión del 
punto. Así. si se desea conocer la compo- 
nente vertical de la deflexión en D, señalada 
como A ü( en la figura 3. 1 4-a, la carga virtual 
unitaria se aplica en dirección vertical, como 
se muestra en la figura 3.14-6. la carga vir- 
tual produce fuer/as virtuales en el interior 
del cuerpo que se han denominado fuerzas 
u en la figura men< ionada. De la misma ma- 
nera que se hizo para el caso de la figura 
3.14-a, se pueden igualar el trabajo externo 



de la carga virtual unitaria y el trabajo inter- 
no de las fuerzas ¿i. Se obtiene: 

Sumando los trabajos externos corres- 
pondientes a las figuras 3.14-a y -6, e igua- 
lando la suma a la de los trabajos internos,** 
sea, sumando los primeros miembros de U» 
ecuaciones 3.48 y 3.49, e igualando la ^mí 
a la de los segundos miembros, se obtiene- 

-¿I s «">+¿2><*.> a50) 

Ahora, apliqúese primero la caW * 
lüal unitaria, como en la figura J.14-& V n " 



teniendo Comíanle esta carga, apliqúense 
gradualmente las cargas P de la figura 3.14-a, 
Calculando los trabajos extornos c internos 
para estas dos etapas e igualándolos se 
obtiene: 




Obsérvese que el término que 
aparece al final del primer miembro de esta 
ecuación expresa el trabajo realizado por la 
carga virtual unitaria mientras se aplican las 
cargas P. Restando el primer miembro y el 
segundo miembro de la ecuación 3,50 de los 
correspondientes miembros de la ecuación 
3,51, se obtiene la siguiente ecuación funda* 
mental del método del trabajo virtual: 

íWAix)-2^|i(d/) (3.52) 

Esta ecuación permite calcular la 
deflexión buscada A Dv como la suma de los 
productos de las fuerzas p, producidas por 
la carga virtual unitaria, y las deformaciones 
axiales di producidas por las fuerzas exter- 
nas P. En las siguientes secciones se mostrará 
cómo calcular estas fuerzas y deformacio- 
nes para distintos tipos de estructuras. Antes 
debe observarse que la carga virtual puede 
colocarse en cualquier punto y en cualquier 
dirección del cuerpo, lo que permite calcu- 
lar la deflexión también en cualquier punto 
y dirección. También debe notarse que la 
carga virtual puede tener cualquier unidad 

IcN, Ib, etc.), pues como la unidad que 
*e escoja aparece en ambos miembros de la 
ecuación i.52, se elimina. Por esta razón se 
*uele no asignarle ninguna unidad en los 
cálculos. La carga virtual puede sustituirse 
Por un momento virtual, y entonces se ob- 
tendrán las rotaciones en cualquier punto del 
cuerpo en que se coloque el momenlo. La 



ecuación correspondiente queda en la 
forma: 

donde 8 0 representa la rotación en un pun- 
to cualquiera D. 



Df FLEXIONES EN ARMADURAS POR El ME IODO 
DEL TRABAJO VIRTUAL 

En esta sección se muestra cómo pueden 
calcularse las deflexiones en armaduras pro- 
ducidas por cargas aplicadas, por cambios 
de temperatura en los miembros o por de* 
feclos de fabricación debido a los cuates las 
longitudes de los miembros no sean iguales 
a las teóricas. 

Supóngase que en la armadura de ta fi- 
gura 3.15-a, sujeta a cargas cualesquiera P,, 
P 2 y P v se desea calcular la deflexión verti- 
cal en el nudo í, y la deflexión o despla- 
zamiento horizontal del nudo U r ftira el primer 
caso, siguiendo el procedimiento general 
planteado en la sección anterior se aplica 
una carga virtual unitaria vertical en el nudo 
i t , como se indica en la figura 3.15-6, y se 
utiliza la ecuación 3.52 para calcular la 
deflexión buscada. Con relación a esta ecua- 
ción, será la deflexión en i, ya que en 
este punto se colocó la carga virtual; p serán 
los esfuerzos producidos por la carga unita- 
ria en los miembros de la armadura, equiva- 
lentes a los de la figura 3.14-6; df serán las 
deformaciones axiales en cada miembro de 
la armadura, ya que dichos miembros son 
equivalentes a los elementos de longitud f 
de la figura 3.14; y la sumatorialse lleva a 
través de todos los miembros de la armadu- 
ra. Los esfuerzos p se pueden calcular resol- 
viendo la armadura de la figura 3.15-6 por 
el método de los nudos o el de las secciones 
(véase la Sección 2.8), sin que sea necesa- 
rio asignarle una unidad especifica a la carga 
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figura 3.15. Deflexiones en armaduras producidas por cargas 



virtual, como kilogramos o toneladas. Y las 
detormac iones df en cada miembro se pue- 
den calcular con la ecuación 3.42 de la Sec- 
ción 3.7.4, observando que el término A de 
dicha ecuación equivale al término d (> de la 
figura 3.14 íes la deformación axial de un 
elemento); que la carga /^equivale a las fuer- 
zas 5 producidas por las cargas en cada 
miembro fie la armadura, las cuales pueden 
calcularse, por lo tanto, resolviendo la arma- 
dura de la figura i. I que el término A vie- 
ne siendo el Area de la sección transversal 
-i'- 1 -ida miembro de la armadura; y el lérml- 
Kp / , r- 1 módulo de Hauii »|«kI < orrespondien- 
i'- l <*r tendí, las equivalen! tas rnenc ionadas, 
U i* ua* lón general Í.52 se transforma en la 
.♦guíente tK u* ión para calcular deflexiones 
en armaduras produf idas por cargas: 



AE 



(3.54! 



donde, resumiendo lo explicado ante"»- 
mente: 

A, deflexión en el punto de aplicación* 
la carga virtual unitaria, en lad |fe£ ' 
ción de la carga; 

M. fuerzas producidas por la carga virw* 
unitaria en los miembros de la ¿rmi- 

dura (figura 3.15-/»; 
S, fuerzas producidas por las c *t**** 

les en los miembros de la 

(figura 3.15-d); 
t, longitud de cada miembro; 
A, área de la sección transversal *** 

miembro; y 



£, módulo de vUlstii -irlcir) flr < .kI.i UÍM ti: 

bro, que suele ser constante. 

La sumatona se hace para lodos los miem- 
bros de la armadura. 

La deflexión horizontal en el nudo U 
se determina de manera semejante. En este 
caso, las fuerzas p serán las producidas en 
los miembros de la armadura por la carca 
virtual mostrada en la figura 3.1 5-c Las fuer- 
zas S siguen siendo las producidas por las 
cargas reales de la figura 3.15-a. En ambos 
casos, el sentido de la carga virtual puede 
ser cualquiera. Si la sumatoria resulta positi- 
va, el sentido escogido fue correcto y la 
deflexión tendrá también ese sentido. En caso 
contrario, la deflexión tendrá el sentido 
opuesto al asignado a la carga virtual. Si en 
un nudo dado se determinan la deflexión verti- 
cal y la horizontal, la resultante de ambas será 
la deflexión total en magnitud y dirección. 



Ejemplo 3.14 

Calcular la deflexión vertical y la deflexión 
horizontal en el nudo í^de la armadura mos- 
trada. Se trata de determinar cuánto se des- 
plaza verticalmente y horizontalmente el 
extremo de una armadura que trabaja en 
voladizo. Todas las barras del perímetro tie- 
nen un área de 2A a mientras que las de la 
parte interior tienen un área de la mitad, es 
d«¡r, un área de A 0 . 

En primer término se han calculado las 
fuer/as 5, o sea, las fuerzas en cada barra 
producidas por las cargas reales que actúan 
»bre la armadura. Para hacer este cálculo, 
primero se determinaron las reacciones en 
los apoyos y después, por el método de los 
nucios, las fuerzas en cada barra. Se siguió el 
procedimiento de calcular las componentes 
wtical y horizontal de la fuer/a total en cada 
barra. Para mayor claridad de la secuencia 



de cálculo, se han encerrado en un circulo 
las fuerzas conocidas en cada nudo. Por 
ejemplo, en el nudo U r que fue el primero 
que se resolvió, ya se conocían las rearciones 
en el apoyo, por suma de fuerzas horizonta- 
les igual a tero se determinó la componente 
horizontal en la barra U^U V después se 
calculó la componente vertical de acuerdo 
a la inclinación de la barra, y por último la 
fuerza en la barra U r L , por suma de fuerzas 
verticales igual a cero. Obsérvese que 
después de resolver los nudos U t , L. y L r fue 
necesario pasar al nudo L 4 pues en los otros 
había más de dos incógnitas por nudo. En 
un croquis, al final de esta parle, se mues- 
tran todas las fuerzas S. Aquí ya se han co- 
locado las fuerzas totales calculadas a partir 
de las componentes horizontal y vertical. Por 
ejemplo, la fuerza de 44.72 kN en la barra 
U t -U 2 es la resultante de las componentes 
de 40 y 20 kN en el nudo U r 

A continuación, de acuerdo con el pro- 
cedimiento general, se coloca una carga vir- 
tual unitaria en el nudo en que se desea 
calcular la deflexión vertical, el L 4 en este 
caso, y se calculan las fuerzas en cada barra 
producidas por esta carga, fuerzas a las que 
se les ha llamado p v . No se incluye en el 
ejemplo el cálculo detallado de las fuerzas 
\j v , pero en realidad es tan sencillo que puede 
hacerse mentalmente sobre el mismo cro- 
quis, ya que varias fuerzas resultan nulas. Des- 
pués se hace lo mismo colocando una carga 
virtual unitaria horizontal en L 4I para calcular 
las fuerzas denominadas p ft en el ejemplo. 
Teniendo las fuerzas 5, p v y p ft , se aplica 
la ecuación 3.54 para calcular las deflexiones, 
con las fuerzas p v para la deflexión vertical 
y con las fuerzas p A para la horizontal. Los 
cálculos se muestran en la tabla incluida al 
final del ejemplo, que es igual a la obtenida 
con una hoja de cálculo ExceL Con este pro* 
grama resulta muy sencillo calcular las dos 
últimas columnas de la tabla, pero desde 



lueRo que el c ákulo puede hai er*e lamban 
manualmente i )b*erve\eque l*' s Nier/a^ > í* 1 
tensión en la* bairas de la armadura Menen 
siflno povchvii \ lj> de i ompreMon. M«n«> i 1 » 4 
#ativo. El Mtfno negativo en la Mimalona de 
la ultima columna índica que la deflexión 
es de Mfcno COMnrio al de la tarna virtual 



horizontal que se colocó en c 

sea. q«e el nudo se de *P'a 
i/quierda. Nótese también que 

A 0 V ' *H J * H,an Wtorizadm en los cUcuU 
la tabla. En caso de sustituirse por ^ 
reales- el Area deberá expresare en m< 
módulo de elasticidad en kN/m*\ 



HEMPiO 3.14. CALCULAR LA DEFLEXIÓN VERTICAL V LA DEFLEXIÓN 
HORIZONTAL EN EL NUDO l 4 DI LA ARMAOURA MOSTRADA 
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EJEMPLO 3.14 (continuación) 

i 

De Lf t - 0, V ot « 30 kN I 

DeIW () -0, -6/^*10x4 + 10x8 + 10x12 = 0 

H ul « 40 kN - 
DeSí,-0, H M =«40kN- 

Se resuelve la armadura por el método de los nudos 
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767772416 


-160 



El cálculo de deflexiones prochic idas 
por rambioi riv temperatura en los mienv 
brr* de una armadura puede hacera da la 
iiftuit-nfp manara. Si *e examina el miembro 
la derraba de la ecuación \S¿, puedo 
v*ri* rfii4P Un refuerzos p delerHfllHUí 
'¡WJal rjue en el r ato anterior, r olor ando una 
1 virtual unitaria r»n ti pimío en el que H 
**v-a . r| | V y t r ta deflexión 1 1 Ormino r// 
' i<,l,fr» , - N , | .tLir^annenln o el ar or 

i^mtrnio , tU \ A | wrr a ríe la ■W H*^*" 

t*or H f^niljio di* temperatura S* s ' p reprr 
la tara u el Miefir tente de ddal.r 
I maienal de armadura v |Ktf A/ el 



cambio de temperatura, la deformación de 
una barra será: 



tlt -(uHA/HO 



13.55) 



Sustituyendo este valor en la ecuación 
\M v llamándole A a la deflexión buscada 
te obtiene; 



flHA>*X<M)K"MArHfl 



I n iirn'i i*- 1» .ivonev l«»s miembro* de 
UM a ar dura se faltrK an de una longitud 



distinta a ; . correspondiente a un.» situai ion 
normal, bipn *ra por drtn tos de Ml>'i< a< 
o porque inleru ionalmrnte se desea dar una 
contraflccha a la armadura, romo suelr 
caderen purntcs. En cmos rasos, puede usar- 
«•o también la ecuación í.5,í, pero el valor 
ik- <// MVtl la dilorcnria entre rl valor real dr 
la longitud de* rada miembro V SU valor teórico. 

Ejemplo JJ5 

En la misma armadura del ejemplo anterior 
ocurren los cambios de temperatura en los 
distintos miembros que se señalan en el 
enunciado, y se desea calcular la deflexión 
vertical que producen estos cambios en el 
extremo de la misma. 

Como se desea calcular la deflexión 
vertical en el nudo t 4 , en este nudo se colo- 
ca una carga virtual unitaria en dirección 
vertical. Los esfuerzos p de la ecuación 3,56 
son los producidos por esta c arga virtual y 
coinciden con los esfuerzos p v calculados en 
el ejemplo anterior- El coeficiente de dilata- 
ción del acero, material con el cual está fa- 



bricada la armadura, es de 1.2 * I() , 
lo cual significa que por cada Rrarlo J¿ 
grado de cambio de temperatura o| m ' ^ 
sufre una deformación unitaria de | 2 J 
I os valores de A7" y de f varían ROri 
distinto* miembros, por lo t uaU? hjo 
tabla semejante a la del ejemplo én < (li 
Obsérvete que los valores de Us ¡t e * íf * 
cada miembro y del módulo de elasjfcjj 
no intervienen en los cálculos. La sumn 
de la última columna de la tabla propo¿ja¡¡ 
el valor del segundo miembro de la ecujcián 
3*54 y por lo tanto, la deflexión buscada ()k 
sírvese que como los esfuerzos p no tren» 
unidades, según se ha explicado antes U 
deflexión tiene las mismas unidades del 'fe 
mino (. Nótese también que los cambios* 
temperatura en los barras interiores y en U 
barra U } *L no afectan a la deflexión en et 
extremo. Como el resultado es positivo, b 
deflexión tiene el mismo signo que la urgí 
virtual aplicada, o sea, hacia abajo. El signe 
de Af es tal, que los incrementos de tempe- 
ratura, que producen alargamiento, son po- 
sitivos, igual que los esfuerzos de tensión. 
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EIEMPLO 3.15 (confirmación) ] 



CAlCUlO Dt FUf RMS p v 
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40 
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40 
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40 


-384 


Ü*M 
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40 


-364 
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5 




12 U2 
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4 • (289.84) ÍIO"*) - 0.0029 m 
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DfFUXIONfSY ROTACIONES ÍN VIGAS 
PORH MfrODO Dll. TRABA |C) VIRfUAl 

Supóngase que *e tiene una viga libremente 
¿poyada. figura 3.16-a, con un sistema ele 
cargas cualquiera P ¡e P¿, P % y se desea cal- 
cular la deflexión vertical en el punió C. De 
acuerdo con el principio general expuesto 
en la Sección 3.7.7, se debe colocar una car- 
fia umiaria en el punió del cual se desea co- 
nocer la deflexión, como se muestra en la 
figura 1.16-6, y aplicar la ecuación general 
3.52, Respecto a esta ecuación, jj serán los 
esfuerzos producidos en las fibras de la viga 
por la carga unitaria, figura 3.16-b, ydf se- 
rán las deformaciones axiales producidas en 
las fibras por el sistema de cargas externas, 
figura 3.16-a. A continuación se verá cómo 
calcular estos valores. 

Respecto a las deformaciones df , se 
pueden calcular como el producto de la de- 
formación unitaria t por la longitud inicial 
del elemento dx, figura 3. 1 6-a. de tal manera que 



df^eidx) 



(3.57) 



Las deformaciones t son iguale* 
fuerzo entre el módulo de elastk^ ^ 
lo que t » 0Í- El esfuerzo en un et*?^ 
diferencial dA como el mostrado en U i¿ 
3. 1 6-a se puede calcular con la ecuati<w 
flexión: 



f.-y 



donde M son los momentos "exionantespnj. 
ducidos por las cargas reales P. 

Sustituyendo este valor del esfuerzo^ 
el valor de e, y el de c en la ecuación 3.5; 
se obtiene: 



13.» 



Las fuerzas internas M de la figura J.IW 
son iguales a los esfuerzos producido* por U 
carga vidual unitaria multiplicados por el ira 
diferencial dA. Los esfuerzos se pueden calcu- 
lar con la ecuación de flexión 3.58, por loque 
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por targa> 
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donde m son los momento» producidos por 
(¿carga virtual unitaria. 

Sustituyendo los valores de d f y de p 
proporcionados por las ecuaciones 3.59 y 
Í.60, respectivamente, en la ecuación ge- 
neral 3,52: 



my 



(3.61 ¡ 



f Mmid*) r 



<i.62> 



Finalmente, eliminando las unidades de 
la carga virtual en ambos miembros de la 



ecuación 3,62 y observando que 



es 



el momento de inercia de la sección trans- 
versal de la viga, se obtiene la ecuación uti- 
lizada para lines prácticos: 



Al deducir la ecuación 3.52 se mencio- 
nó que la sumatoria indicaba que se debían 
considerar todos los elementos del cuerpo 
de la (igura 3.14. En el caso de la viga de la 
figura 3.16, la sumatoria se debe sustituir por 
una integral que abarque toda la longitud 
de la viga y otra que abarque toda el área de 
la sección transversal. Haciendo esta susti- 
tución se obtiene: 



r Mmídx) 



(J.63) 



Recuérdese que en esta ecuación el 
término M representa la ecuación del momento 
ílexionante producido por las cargas reales 
P. mientras que el término m, la ecuación 
del momento ílexionante producido por la 
carga virtual unitaria colocada en el punto 



8 




(a) 




B 



3.17. Rotación en un* vwa 
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en que desea conocer la deflexión A, en la 
diroa ¡rtn de I.» deflexión Wl< ada. 

ti mismo razonamiento seguido M' lfil 
obtener I* ecuación 3.63 pl»da aplicarse 
pfln rali ular la rotación o giro en un punto 
Ht uní vlgt, Por ejemplo, si M desea Cono- 
cer I,i rotación en el extremo di la viga d<* 
l.t figura so api» o un momento vir- 

tual unitario en ese extremo. < orno se muestra 
en l,i figura 1,17-6, y lo* esfuerzos p produ- 
t irlos |kh esto momento se sustituyen en 1*1 

mi h. 3,51. l-i ecuación equivalente -i 

la í.í> i queda en I,i (orm.i: 



En esto caso, m representa la e< nación 
del diagrama da momento flexlonante pró* 

dut ido por el momento virtual unitario apli- 
cario -i l-i viga en el puniO donde se desea 
conocer la rotación. En los siguientes ejem- 
plos se ilustra el c Alculo de deflexiones y ro- 
taciones en vigas por el método del trabajo 
virtual. 



Ejemplo 3.16 

Se pido calcular la deflexión y la rotación 
en el extremo de un voladi/o con dos cargas 
concentradas, H momento de inerc ia en el 
tramo/lttosel doble que ene) tramo flC. En 
primer termino se calcula la ecuación del 
momento floxionanle, M f producido por las 
r argas reales apli< adas al volad¿/o. ís not e- 
sario establecer una ecuación para el tramo 
Alt y otra para el irarno BC\ Las ecuac Iones 
eHán planteadas suponiendo que el origen 
est.l en el punto A. 

Para obtener la deflexión en el extremo 
del voladizo, se apHra una t ar K a virtual 
unitaria en dlrho[>unlo y se plante^ \ tíiH UlM ¡ rtn 
para el término m que se usarA en tM 
i lón i Ai I n este * aso es una sola ecuación 



para toda la longitud de la vi K) » c 0rT . 
p(de la deflexión verde al, la carga virt M 
«pilca en e»ta dirección. Después j p| , 
un momento virtual unitario en H m ^ 
extremo dpi voladl/o para ol>t*n*, ( 
ce ua< íón de /ri que se usara en la o, lM(1 ^ 
3 (,4, En este caso el momento renta 
constante en toda la longitud de la V|JWi 

A continuación se sustituyen los v^Vt 
res de M v 'I* 4 n} rn ' J ecuación J,63. 
cesarlo en este caso apli< ar laei uat iftn Wu 
el tramo A8 y para el tramo Bt por sep 4fi 
do ( ya que tanto la ecuación de M cooniH 
momento de meo ia son diferentes en u<jj 
tramo. Ln el primer Iranio la integración* 
ha llevado a i abo entre los limites 0 y J 
<|ue es el valor de s parii los punios A y fl, \ 
en el segundo tramo, entre los limites J y b 
valores úu x (jara los puntos tí y í . (M>s6rvttf 
que para el tramo /WJ se uso un momento de 
inercia de 21 y para el tramo HC, un momento 
de inercia de /, A, y A¿ representan la contr* 
bución a la deflexión total de los momento* 
fléxfonantes en los ifcu tramos mencionado* 
La deflexión total \ es la suma de estas do* 
contribuciones. El resultado tiene siriw 
positivo, lo cual indica que el sentido de li 
deflexión es el mismo de la carga virtual 
aplicada, o sea, hacia abajo en este cerf> 

fn el siguiente apartado del ejemplo* 
calcula la rotación en í . El procedimiento 
es el mismo, pero se usó la ecuación de a> 
que corresponde al momento virtual umu- 
rio aplicado en el extremo del voladiio. « 
CUSI se sustituyó en la ecuación J.M-*" 
sírvese que también M usó 21 en el t fJfTll j 
AB e / en el tramo 8C. Nuevamenie e 
resultado es positivo y por tanto I** fO*ad* 



tiene el mismo sentido del momento v» 



rtujl 



a* ilr 



Si se sustituyen los valores de t v llr J 
eben emplear unidades de tonel«« w% 
de metros. La dellexión queílarA expf^ 
metros y la rota< ion, en rathaties. 
1 n la resolut ión < cimentada, ¡, 
de i r»ordenadas se mantuvo en *'l t^°L 
"i uai iones di- A/ v de m parJ 'o* (, o* 



ntfíS corresponden a esle origen. Por lo gene- 
ral resulta más conveniente mover el origen 
de coordenadas al pasar de un (ramo a otro, y 
r | ^ulLtdo sigue siendoel mismo. Imom» iUjs- 
ira en la parte final del ejemplo, la deflexión 
¿. y la rotación 9 ( se calculan igual, con el 
origen de coordenadas en A . Pero para el Iranio 
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fiC se ha movido el origen de coordenadas al 
punto C Las ecuaciones de M y de m resalían 
diferentes y los límites de integración cambian, 
pero los valores de A 2 y de 8 : son los mismos. 
Obsérvese que el cambio del origen de coor- 
denadas simplifica las ecuaciones y la sustitu- 
ción de los límites de integración. 



EJEMPLO 3.16. CÁLCULO DE LA DEFLEXIÓN VERTICAL Y LA ROTACIÓN EN EL 
EXTREMO DE UN VOLADIZO POR EL MÉTODO DEL TRABAJO VIRTUAL 



DATOS: 



1S ton 



r 


21 


B 


1 


|c 


i. — 


3m 


- 


3m 


— \ 



CÁICUIO DE M: 

Para 0 <*S3 

M=-15(6-x>-10(3-x)--120 + 25x 

Para » Sxífe 
M--15(6-x»--90+15x 



176 



Fmamx> 3.16 tcontinusción, 



CALCULO Ot m PAkA OÍFLEXtONEi. 




CALCULO Df m PARA ROTACIONÍS: 



Í-) 



CÁLCULO DE LA DEFLEXIÓN EN EL EXTREMO: 
Para 0 SxS3 



. r^-120+25xK-6 + x) 
A,= J> Sí ~ 

Ai = 2^¿ ,,25x " " 270x * 7201 rfx 



m = - I 



Para 3 SxS6 



B * 

A * * jSi [y Sk * ~ 1 80,1 + 540í * 

A J =1[5« , -90« J *540»]' S 1,135) 



A, « A,*dj 
4. = 4:1720) i 



(ecuación í.bi 



(ecuación 3 



U IMPIO 3.16 (tüntinuéción) 

{ mi ULUUI i MMW-M ImMNII í\ 

P»M 0 S k S 3 

M20+ 2S*H-I) 



211 




0,= 



I 



2Í/ 

Para í S x S <> 



• t 751 



0. 



M-9Q+15x)(-l| 
I** £/ 



*< 11*11 li )ll i .íi 



2 



-(67.*) 



e, * e, + a, 

© = r*n91.2S) ^ 

• ti ' 

RIKMCH H iNl AMMIANIWMI CMtHilNlNÍI IKAMOHt 

A.yB, toniKualc» 



ti 1(1 



t 't ll»l> 

*1 



I 78 tfffivmjt nuivf 
i 



HFMPLO Í.16 fcantinuM-iát» 



m s- = -* 'P a "> deflexiones) 
m m = ~' (p^ra roi.iciones) 



1-15xK-x) 



' *> ti 



A, = ~ nSx 2 dx m3L\$x*l - —(135) 

■ Et*> £/l Jo tr 




Ejemplo 3.17 

Se trata de una viga libremente apoyada con 
un voladizo y carga uniformemente distri- 
buida en la que se desea calcular la deflexión 
y la rotación en un punto situado a 2 m del 
apoyo de la derecha, punto B. Primero se 
plantean las ecuaciones del momento M pro- 
ducido por la carga externa. La función de 
M es diferente entre los apoyos y en el vola- 
dizo, por lo que es necesario plantear dos 
ecuaciones. Entre los apoyos, se colocó el 
origen de coordenadas en el apoyo izquier- 
do, y en el voladizo, en el extremo. En el 
primer taso, a la variable se le denominó 
y el segundo caso, x r Es conveniente usar 
notackm«S distintas para la variable cuando 
se cambia el origen de coordenadas. 

A continuación, para calcular la 
deflexión en el punir» «, se colocó una carga 



unitaria en dicho punto y se planteó la ecua- 
ción del momento m. En este caso, se liene 
una función entre el apoyo izquierdo y d 
punto de aplicación de la carga, y otra (un- 
ción distinta entre este último punto y el apo- 
yo derecho. Obsérvese que entre el apow 
derecho y el extremo del voladizo la cargj 
unitaria no produce momento. Con el fin* 
calcular la rotación, se siguió un procedimiento 
análogo, pero colocando un momento unita- 
rio en el punto B en vez de una carga unitanJ 
También 

en este caso, se tienen función** 
distintas para m entre el apoyo izquierdo y<* 
punto B, y entre éste y el apoyo derecho. 

Después se sustituyeron (as t ' cu,,t ' < ?*. 
de M y de m en la ecuación 3.63 para *J 
ner la deflexión buscada. Aunque la i"*' 
de M es continua entre los apoyos, es nec*^ 
rio hacer l,i integración por separado entre- ^ 
8, y entre B y C, porque la (unción <* 




cambia. Resulta conveniente trazar los diagra- 
mas de M y de m para ver claramente donde 
hay cambio de función, como se ha hecho en 
el ejemplo. Nótese que como m es nula entre 
Cy D. ta integral del producto Mm también es 
nula. Esto no significa que la presencia del vo- 
ladizo no influya en la deflexión del punto B, 
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ya que el diagrama de M sería diferente si no 
hubiese voladizo. En forma análoga se obtuvo 
la rotación en el punto B. Tanto la deflexión 
como la rotación resultaron posilivas, lo que 
indica que el sentido de la carga unitaria y el 
del momento unitario aplicados corresponden 
a los de la deformación de la viga. 



EJEMPLO 3.17. CÁLCULO DE LA DEFLEXIÓN VERTICAL Y DE 
UNA VIGA CON CARCA UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA 



DAIOS: 




Calcular la deflexión y la rotación en el punto B 



CÁLCUlO Dt M: 




De ZM A = 0 

-SR, + 6 X 7 X 3.50 «0 
R- ■ 29.4 Ion I 



1(10 fWnwiMi-wMw** 



EJEMPLO 1.17 (continuación) 



De ir = o 



R A + 29.4 - í> X 7 = 0 



K A = U.b ton 



Para OS x,S5 
M = 1 2.6x, - 



<>x¡ 



Af = - 



6\' 





EIEMPLO 3.17 Icontinujtión) 



CALCULO DÉ m PAR A ROTACIONfS 

ParaOS K t S2 
I 

5 




1/5 



Para 2 S X.SS 



3 




CALCULO Of l A DEFLEXIÓN EN íl PUNTO 6 



ParaOS *,£ 2 



A ' = r 26x, "f/ x ' K06xi>dy 



(ecuación 3.63) 



A, = ¿ jVl .8x, 3 + 7.56xf) t/x 



A, = ±\-GA5xt + 2.52*^ = ^(1 2.96» 



Pité 2£ »,S5 



'il2.hx.-ixfH-0.-*x t »21 



El 



,-lf n.2x, , -n.04xf*25.2x,K 



I 




Íñ2 IWnrm.ukwi 




ParaOS x 2 S2 (tramo CD), A, » 0 
Amul* ¿02.96+1674) 
a 29.70 , 



CÁLCULO DE LA ROTACIÓN f N EL PUNTO 0 
Paro 05 x, £ 2 

* 

i f 2 . 




e, = e/Jo 10 ' 6x ' í-2 " 52,í ' ,<yx 



e, = l[0..5xf-0.84x^ = lM.32) 



Para 2£ x, <5 



_ f^l2.6X|-3xi 2 H-0.2x,+D 



El 



dx 



e, = ¿(0.15x;-1.84x?+6.3xf]' = l(8. 



(8.37) 




ParaOS XjS2 «ramo CD), 6, = 0 




PEFJ EXIONES Y ROTACIONES EN MARCOS POR 
[| MÉTODO OEl TRABAJO VIRTUAl 

El méuxlo Hfl irabajo virtual presenta claras 
ventajas sobre los oíros métodos estudiarlos 
en este capítulo cuando se trata de calcular 
las deformaciones en marcos. El procedimien- 
to es igual a) utilizado para el cálculo de de- 
formaciones en vigas, pero la integración 
planteada en las ecuaciones 3.63 y 3.64 se 
lleva a cabo a través de todos los miembros 
que componen el marco* Desde luego que 
dentro de cada miembro resulta necesa- 
rio hacer la integración en distintos tramos, 
si las funciones de M o de m no son conti- 
nuas a lo largo del miembro. En el siguien- 
te ejemplo se ilustra lo que se acaba de 
mencionar. 



Ejemplo 3.18 

Se pide calcular el desplazamiento horizon- 
tal del apoyo £ y la rotación del apoyo A. El 
primero es un apoyo libre y el segundo, uno 
articulado. El marco es isostático ya que tie- 
ne tres incógnitas en los apoyos y existen tres 
ecuaciones de equilibrio. El momento de iner- 
cia de la viga es el doble del de la columna. 

Primero se resuelve el marco para ob- 
tener las ecuaciones de momentos 
flexionantes en la columna y en la viga. Pre- 
viamente, ha sido necesario calcular las re* 
acciones en los apoyos. Las ecuaciones de 
momento se han obtenido por tramos en los 
que la función no varia. Así, en la columna 
*C. se ha obtenido una ecuación entre los 
Pumo* A y 8, y otra entre los puntos B y C, 
va que | a carga concentrada de 10 ton hace 
<»üe cambie la ecuación de momentos. Se 
ha usado un origen de coordenadas en el 
IH*nto A para la columna, y un origen distin- 
to en el punto f para la viga. Se ha dibujado 
diagrama de momentos flexionanies para 
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ver con claridad los cambios de la función 
Obsérvese que se ha seguido la convención 
de signos de la Sección 2,9.2 al dibujar el 
diagrama de momentos. 

A continuación, ya que se desea calcu- 
lar el desplazamiento horizontal del punto E , 
se coloca una carga virtual unitaria en dicho 
punto en la misma dirección horizontal, y se 
calculan las ecuaciones de los momentos m 
producidos por esta fuerza. En este caso, las 
funciones de m son continuas a lo largo de 
la viga y de la columna ya que no hay fuer- 
zas intermedias. También se ha trazado el 
diagrama de momentos flexionantes corres- 
pondiente. 

De la misma manera, para obtener la 
rotación en el apoyo A se ha colocado un 
momento virtual unitario en dicho apoyo y 
se han obtenido las ecuaciones de los mo- 
mentos m producidos por este momento vir- 
tual. Se muestra el diagrama de momentos 
flexionantes correspondiente. 

Después se han sustituido las ecuacio- 
nes de M y de m (correspondiente a la fuer- 
za virtual horizontal) en la ecuación 3.63 para 
obtener la deflexión en f . Nótese que la sus- 
titución se ha hecho por tramos en los que 
no cambia ninguna de las dos funciones. Así, 
en la columna AC ha sido necesario consi- 
derar dos tramos, el AB y el AC, ya que la 
función de M no es continua en toda la co- 
lumna, aunque lo sea la de m. En total, fue 
necesario hacer la integración en cuatro tra- 
mos. La deflexión total viene siendo la suma 
de las cuatro integraciones. Obsérvese que 
en la columna se usó un momento de iner- 
cia /, mientras que en la viga se usó 2L 

En forma semejante se calculó la rota- 
ción en /\ sustituyendo las funciones de M y 
de m {correspondiente al momento virtual 
unitario) en la ecuación 3.64. También fue 
necesario dividir la estructura en cuatro tra- 
mos y calcular la rotación total como la suma 
de la* cuatro integraciones. 



184 ÍMtvm.it ton*** 




£|EMPLO 3.1H (continuación! 



-6 R, ♦ 2 x 10 + 2 x 50 = 0 



= 20 ion I 



R AH =10lon 



De I f , = 0 



= -50 + 20 = 0 
R AV , = 30 ton I 



ParaOS x,S2 

M= 10x, 
Para 2S x,<4 

M=10x, -10(x, -2) = 20 
ParaOS x. <4 

M = 20x 2 
Para 4 S x. S 6 

M = 20x 2 - 50 (x 2 - 4) = 200 - 30x 2 




CÁLCULO Oí m PARA IA DEFLEXION 
EN í 



T> XM, =0 



X 1 =0 



f t .0 



1 tttt "UM" 



EICMPIO t.18 fcontinu.nión) 



Delf, =0 



m = x. 




CALCULO DE m PARA IA ROTACIÓN EN A 



De £M. =0 



-6 R, + I = 0 



1 



Del/j =0 



De Ir", -0 

= o 

ParaOS i,S4 

m = l 
Paraos «¿se 

l 

m ■ — X) 





■ti 1 





C<f'o ufo rfp d&form&ctnfip* por métt)ttn% ** 



CAlCULO nt LA OEFUXlON EN í 




Tramo Afl 



Jo íl„ 



Tramo fiC 



•»(20)(x,)rfx 



" J2 £/ 0 



20 



Tramo £D 



4 (20x 2 )('X 2 ) 

1 ¿ — dv 

Jü 2£/ 0 



EJEMPLO 3.18 (cunttnujción} 



Tr-imo ln 



A., = 



— |-6.67^ l +66.67x¿]" = J-(1 59.78) 
¿í/ 0 l J-t t'o 



A, oLl) = -J-126.67 + 120.00+ 142.22+159.78) 
tl 0 



CÁICULO DE IA ROTACIÓN CN A 
Tramo AB 

f^no^o, 

íh-^-f5xjl 2 =-|-(20í 



Tramo fí< 



120X1) . 

a-* 



< 



CUMPLO 3.18 (continuación) 



fr<imo fP 



6i 



2fL 



dx 



,o t* 

6f/„ Jo 



«'di* Jo «o 



= — (35.55» 



Tramo DC 



'j - 



6 (200- Wx 2 ){\x 2 ) 

'—2—dx 

2£'o 



Adx 



1 



4 



= _L(4ü.03> 



bul ■ "(20.004 40.00+ 35.55 + 40.03) 



1 90 (Jrintntji (f*ñf± 



WTICHM i S í)t MOHR 



Se puede observar cn las ecuaciones 3.63 y 
3.64, así como en los tres últimos ejemplos, 
que en el cálculo de deflexiones y rotacio- 
nes por el método del Iratoajo virtual ne ~ 
cesario integrar el producto de las funciones 
de momentos flexionantes M y m. Para sim- 
plificar el procedimiento de integración, se 
han elaborado labias que permiten obtener 
directamente el resultado de la integración 
a partir de los diagramas de momentos que 
se presentan con más frecuencia en la prác- 
tica. Estas tablas se conocen con el nombre 
de tablas de integrales de Mohr. En la tabla 
3.1 se presenta una de estas tablas que se 
usa de la siguiente manera. Una vez deter- 
minados los diagramas de momentos M y m, 
y seleccionado el tramo en el que se va a 
plantear la integración del producto de las 
dos funciones, se entra a una columna de la 
tabla que corresponda al diagrama de M y a 
un renglón que corresponda al diagrama de 
m, o viceversa. La intersección de la colum- 
na y el renglón seleccionados proporciona 
el resultado de la integración del producto, 

o sea. de Id ¡Mmíds) ( donde s es la longitud 
o 

del tramo en que se efectúa la integración, 
como se ve en la tabla. Como el valor de El 
que aparece en las ecuaciones 3.63 y 3.64 
suele ser constante, el uso de la tabla de inte- 
grales de Mohr simplifica el uso del método 
del trabajo virtual. 

Al aplicar la tabla 3. 1 debe tenerse cui- 
dado en que los diagramas de momentos 
correspondan realmente a los de la tabla. Por 
ejemplo, los diagramas producido» por cargas 
distribuidas deben ser parábolas de segundo 
grado; si las cargas no están distribuidas 
uniformemente las parábolas correspondien- 
tes no son de segundo grado y yj no puede 
aplicarse la labia moslrada. También debe 
observarse que las ordenadas de las 



parábolas corresponden al vérii ÍP(le| 
rábola; si el diagrama de momentos 
rresponde a una parábola completa o a 
media parábola, la ordenada no será | a "? 
vértice y la labia tampoco podrá apl^ 
directamente. Cuando se seleccionen,^? 
gulos en un renglón y en una columna, a. 
berá observarse si los vértices están en J 
mismo extremo o en extremos opuestos dw 
tramo. En el caso de trapecios, los subínd¡ tft 
1 corresponden siempre al extremo bofe 
do y los subíndices 2, al extremo derecho 
En general, los diagramas de momentos puede,, 
gubdividirse para que caigan en alguno déla 
casos incluidos en la tabla, pero en ocasi* 
nes esto complica tanto el procedimiento 
que resulta preferible hacer la integración, que 
como se ha visto en los ejemplos, suele» 

del tipo Jx"(dx). En el ejemplo siguiente se 

ilustra la aplicación de la tabla de integrales 
de Mohr. 



Ejemplo 3.19 

Se resuelve el mismo problema del ejemplo 
anterior, pero usando la tabla de integral» 
de Mohr. Los primeros pasos son los mis- 
mos, por lo que no se repiten en este ejemplo 
Es decir, se obtienen las ecuaciones de I* 
momentos M, de los momentos m corres- 
pondientes a la carga virtual en B y * M 
momentos m correspondientes ál momento 
virtual en A. También se trazan los diagtJi^ 
de momentos ílexionanles correspondientes' 
estas ecuaciones. 

Después se utilizan las tablas para * 
tener los resultados de la integración serV»** 
en la ecuación 3.63 para el cálculo o* 
deflexión en í . En el tramo AB, el diagra"* j 
M es un triángulo con vértice en Ai 
diagrama de m es otro triángulo con el* ^ 
tice también en A, como se puede ve' 
ejemplo 3,18. Por lo tanto, se entra * 
Hundo renglón y a la segunda C&W* 



Cálculo n> 




c«w*t por método* **cH>t%Mco\ 1 y 1 



la tabla 3-1* *I uo corresponden a triángulos 
t on el tffiítlce en el mismo extremo, y se de- 
termina que el resultado de la integración 

el i(5jft>. donde s es la longitud del tramo, 

2m, / es la altura de uno de los triángulos, 
20 en el diagrama de M, y k es la altura del 
otro triángulo, 2 en el diagrama de m. El re* 
sultodo, 26.67, debe dividirse entre el valor 
He f/ pJ f ** ,a columna según se indica en la 
ecuación 3.63, 

Para el tramo BC, el diagrama de M es 
un rectángulo y el de m es un trapecio. Por 
lo tanto, se entra al primer renglón de la ta- 
bla v ¿ la segunda columna, y en la inter- 
sección se puede ver que el resultado de la 



integración es -süky +A 3 t. donde? es la Ion* 

gitud del tramo, 2m, /es la altura del rectán- 
gulo, 20 en el diagrama de M, y fr f y k / las 
alturas del trapecio, 2 y 4 en el diagrama de 
m. De manera similar, para el tramo ÍD hay 
que combinar dos triángulos con el vértice 
en el mismo extremo, y para el tramo DC, 
dos trapecios. 

Con el mismo procedimiento se ha calcu* 
lado la rotación en A, combinando por 
tramos los diagramas de M y de m para 
momento virtual unitario en A. Tanto para la 
deflexión como para la rotación, los valores 
calculados son iguales a los del ejemplo 
3.18, excepto por los ajustes en los de- 
cimales. 



E|EMPLO 3.19. RESOLVER EL EJEMPLO 3.18 USANDO LA TABLA DE INTEGRALES 
DE MOHR 



Los datos y los diagramas de M y de m son iguales a los del ejemplo 3,18 y no se 
repiten aquí. 



CÁLCULO DE LA DEFLEXIÓN EN f 



Tramo AB 





fflllno /(( 



A, - 



I 



A, =—\-x'2x20>2*- 



020» 
J f 'o 



ír.imi) H> 



A,=-rJ-(l42.22) 
t/ 0 



Tramo DC 



^ = ¿ X ¿ X;í [ 2X20X ^ 2t)X f + flOX ' , + 2x8üx 
*'<> 

Aum - — (26.67 ♦ 120 „ 142.22+ 1 60) - 448 09 

í/ 0 




EJEMPIO 3.19 (continu.irión) 



CAICUIO Dí IA ROTA* IÓN EN A 

Tramo AH 



Ti«imo BC 



Tramo ED 

e 3 



6i«— — í-x4x80x- 
3 2£/ n l 3 3 



Tramo DC 



= 7T <35 * 55> 



1 Ti * 



-x2 2x20x1+ 20x-*80xl*2x80x 



.,.-,40, 



e^-¿(20,40 + 35.S5 + 40) = ¿.135.55l 



s * 7 *° MthMio de Cvttglfmo 

" inRrniorfi rUluno Aliarlo CutígtiñOO pU- 

bluYjrtoN importantes teOMmas en IB76 qui - 
r -t-rrrnff-n calcular cMormaclona rfástfcas 
en otaJClures* El prlipcr teorema, qua M el 
rn.K us,u(o, ctlahlerc lo siguiente: 

la primera derivada fhin mI tt<> ta vmffgfa to< 
IÍlaBdt*(orjiM< iún di» una pstriHJura con »- 
pet lo -i uf i.i de la* ac t iones ai>Ik adas <«i iuual 
al dr*p| f i/.mwnfo a lo 



Derivando la er nación í.f»í ({0ri 
lo .1 y sustituyendo el resultado on i""** 
Cíóftí.67"»: "'"'^ 



¡>r, ~ l ei 



irao tu 



rini 



El desplazamiento .il que se nace refe- 
rencia puedo ser line.il o angular, o va, pue- 
de ser uno deflexión o una rotación. Si se 
denomina A a esle desplazamiento, P a la 
" l lón aplicada, que puede ser una fuer/a 
o un momento, y U, a la energía de defor- 
mación o trabajo interno (Sección 3.7.1), el 
primer teorema de Casliglianr» puede escri- 
bine: 



De acuerdo con la ecuación Ui 
Segundo miembro de esta ecuación M ¡ m[ 
a la deflexión en el punto de aplicar i¿¡¿ 
la carga unitaria que produce el morrttr*, 
m,, por lo que 



A = 



lí.65) 



Parj demostrar la ecuación Í.65, con- 
sidérese la viga mostrada en la figura 1.18 
sujeta a dos cargas concentradas. Sea M el 
momento flexión ante en cualquier sección 
de la viga producido por la carga P y sea 
M i el ""«"lento flexlonante en la misma 
sección prodmido por la carga /' Si se 
«ienomina por m, al momento produr irlo por 
"r>a carga unitaria aplicada en la misma 
wcciór, , qüe p ( , y por m a| momen(M 

protlur ,do por una carga unitaria aplic ada 
<-n a nmma secón que /',. el momento 
ota en la w , < lón , ualqmera produc ¡do (( „, 
I*» do* carga» y r, ser.í igual a: 



A I . 



-nvaodo Li i< 



que es la ecuación que quería demostrar* 
Para encontrar entonces la deflexión a, a 
el punto de aplicación de la carga /»,,«»*• 
rección de la carga, se sustituye la ecuación 
1.67 en la .1.69 y se obtiene: 



jM{dM/dP,)dx 



II 



0J1 



De manera semejante, derivando"* 
pecio a P fl se obtiene que la deflexión c«d 
punió de api» ai ión de esta < arg.i es 



"Wa»* blfi ri>«iN'i 



.a •l^nv.ir utw W"*"* 
„ ,h. 



«• < »miili<(riri ioii.i.tiai'%. pmr i" 'i 

Nimi Vctui. |H» i'ji'rtijilrt. ( tf.Ktvill' 1 . w ^ '** , 

)«'f«ti.. H Mf. iimiaa, t'invw 1 ' 

- >47 



Wíorfo » CxstifftUno 1 95 




Figura 3.18, Viga para la demostración del Teorema de Castigliano 



Se puede ver que estas ecuaciones son 
muy semejantes a la ecuación 3,63 usada 
en el método del trabajo virtual, pero en vez 
de la función de momento m producida por 
el momento virtual unitario, se usa la 
derivada parcial del momento producido por 
las cargas externas. 

Puede suceder que en el punto en el 
que se desea calcular la deflexión no haya 
ninguna carga aplicada. En este caso, se in- 
troduce una carga ficticia, P\ en ese punto, 
se deriva respecto a esta carga, y al final se 
le asigna un valor nulo. También pueden cal- 
cularse rotaciones, en vez de deflexiones. 
Rara esto, se deriva respecto a un momento 
aplicado en el punto en que se desea calcu- 
lar la rotación; este momento puede ser real 
o ficticio. Si es ficticio, al final se le asigna un 
valor de cero. 

f I teorema de Castigliano puede usarse 
fambién para rali ular las deflexiones en ar- 
maduras, la obtención de las ecuaciones 
Respondientes es similar a la presentada 
P Jf * el c*so de vigas. Dichas ec uaciones 
'tuertan en la forma; 
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en las cuales A, y & 2 son las deflexiones en 
los puntos de aplicación de las cargas P. y 
P 2 , S son las fuerzas en las barras de la ar- 
madura producidas por las cargas aplicadas, 
L es la longitud de cada barra, A es su área 
transversal y £ su módulo de elasticidad. 



Ejemplo 3.20 

Se calcula la deflexión y la rotación en el 
extremo volado de una viga con dos apoyos. 
La deflexión se ha calculado en el ejemplo 
3.5 por el método de los Teoremas de Mohr. 

En primer término se calculan las reac- 
ciones y las ecuaciones de momento 
flexionante. Nótese que a la carga aplicada 
en el extremo de la viga, donde se desea 
calcular la deflexión, se le ha llamado P 1# 
sin asignarle su valor numérico. Esto es asi 
porque ele otra manera no se podría derivar 
respecto a P y ya que no sería una variable- 
Las ecuaciones de momento ílexionante se 
han obtenido por separado para el tramo AB 
y para el tramo fiC, porque la función no es 
continua en toda la viga. En el tramo BC se 
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< ambirt ol origen tic coordenadas para tener 
Ijna función más sencilla. 

Y.i ''-nicndo l.i» ecuaciones de momen- 
'<>. se lui(j luyen en la ecuación 3.70, suman- 
do los dos (ramos de viga. O sea. se aplica la 
ecuación para «.| i rdnio integrando de 0 
a t>, se aplica después al tramo CB integran- 
do de 0 a J, y se suman las dos integrales. 
Aquí se puede ver que si se hubiese asigna- 
do el valor de fl ton a la carga P, desde un 
principio, las derivadas parciales dM,/d^ y 
dM¡/dP 3 serian iguales a cero y el método 
no funcionaría. En cambio, como se ha plan- 
teado, los resultados de las integraciones 
quedan en (unción de P,, y después de susti- 



un 

I O 



luir los límites de integr-u ion se lrk . 
valor de la carga De esta manera 
ta deflexión en el punto ( de i (u J**N 
lincide con el valor calcularlo 
pío 3.5. ncí «< 

A continuación se ha calculad», 
ción en el punto C. Como en este n, ^ 
hay ningún momento aplicado, se * 
el momento ficticio M\ cuyo val,,, f °*" 
cero al final de la operación, a la la r*^ 
centrada se le asigna su valor desde e | Üt> 
pío, ya que ahora no se derivará r*J!^ 
P sino respecto a M. como está ¿Un? 1 
en la primera ecuación de 9 ( . Al iu U ¿| 
el cálculo de la deflexión, después de «mí* 
los límites de integración, se hace W -rjí 
lo cual se obtiene ta rotación en Cde"^ 
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EJEMPLO 3.20. CÁLCULO DE LA DEFLEXIÓN Y LA ROTACIÓN EN EL EXTREMO Df 
UNA VIGA CON DOS APOYOS Y UN VOLADIZO APLICANDO El TEOREMA 
DECASTIGLIANO 



OAFOS: 



Scon 




El ■ comíanle 



i, m 



3 m 





Método de Cjíiígllano 



EJEMPLO 3.20 (continuación) 



CALCULO D£ LA DEFLEXIÓN EN C 



ES DI MOMENTOS 



K fi =12 + 



Para 0£x, £6 



4x 




M, = 12x,-0.5P,x,-2xí 



Para OSx 2 £3 



^ f/[Jo 1 3/», 1 Jo 2 dP, 
Af = ¿[j*' 1 2x, - 0.5/',x, - 2xfH-0.5x.icfc, + J o 3 (-/VtjH-X2» rf *2 

* "Si ("^ + 0.25*/]* *[° 



(ecuación 3.70) 



. J-[^432+ IBP, 4 324 + 9P t | 



tt tttt}f\ 



fJfMPlO 3.20 (tontinuádón) 



Haciendo P, ■ H: 



cAlcuio di i a roiación tn c 

ECUACIONES DE MOMENTOS 



4 li in/m 




2 6 6 ~ ~ 6 



«a =— + -7— + — = 24 + — 

2 6 6 6 



Para 0Sx,S6 



Para 05x^4 3 



[|FMPLO 3.20 (continuación) 




*-5 



18 1 108 12 X ' 



Id 



Haciendo M' = 0. 



1 



6 ( =-148) 



MHttdod* * .tW.'i'r'í (rio 



El Teorema de Castigliano puede usarse 
también para calcular deflexiones y rotacio- 
nes en marcos. Basta con integrar la ecua- 
ción 370 a lo largo de todos los elementos 
del marco- Como ya se ha mostrado en otros 
ejemplos, puede cambiarse el origen de co- 
ordenadas en cada elemento para obtener 
funciones más sencillas de los momentos 
rtexionantes. 



i 17. 9 Deformaciones causadas por fuerza 
corlante y torsión 

Se mencionó en la Sección 3-1 que en este 
te*lo se han considerado únicamente, para 
*' caso de vigas y marcos, deformaciones 
producidas por momentos flexionantes, ya 
que son mucho mayores que las causadas 
P° r deformaciones axiales o por fuer/a cor- 
**** 5in embargo, en esta sección se des- 
rf »be brevemente romo pueden considerarse 
'** drtormatione* producidas por fuerza 
^"lal, fuerza cortante y momento torito- 
Los métodos energéticos son idóneos 
f>*'a el cálculo de las deformaciones produ 
por esuis acciones. 



La base del método sigue siendo la 
igualación del trabajo externo con el trabajo 
interno expresada en la ecuación 3.35. El 
trabajo externo es siempre el mismo y puede 
calcularse con las ecuaciones de las seccio- 
nes 37.2 y 3.7.3, según se trate de cargas o 
de momentos aplicados a la estructura* Ahora 
bien, si se quiere tomar en cuenta el efecto 
de cargas axiales, fuerzas cortantes y mo- 
mentos torsionantes desarrollados en los 
miembros de la estructura, deberá calcular- 
se et trabajo interno desarrollado por estas 
acciónese incluido en el segundo miembro de 
la ecuación 3,35. Aunque no se demuestra en 
este texto, la energía interna de deformación 
desarrollada por una fuerza cortante virtual 
unitaria, v, mientras se deforma una viga bajo 
el efecto de las cargas reales, es igual a 



(3.74) 



donde 



K « íacior de lorma de la sección trans- 
versal (1.2 para secciones rectangu- 
lares, 10/9 para secciones circulares 
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V Aproximadamente igual a 1 para vi* 
Ras I y de patín ancho 

v * fuerza cortante producida por la car- 
«a virtual unitaria 

V* fuerza cortante producida por las car- 
Ras externas reales 

C módulo de elasticidad por cortante 

A m área de la sección transversal 

Y la correspondiente a momento torsio 
nante en una sección circular es iRual a 



(3.75) 



donde 



í = momento torsionanle producido por 
la carga virtual unitaria 

7 = momento torsionante producido por 
las cargas externas reales 

/ = momento polar de inercia 



Como ejemplo de lo anterior, si se de- 
sea calcular la deflexión en una viga o en 
un marco por el método del trabajo virtual, 
incluyendo los efectos de las deformaciones 
producidas por cargas axiales y fuerzas cor- 
lantes, la ecuación 3.63 deberá sustituirse 
por: 



3.8 Teorema de Maxwell 
y Ley de Belli 

ElTeorema de Maxwell, llamado 
las deformaciones recíprocas, estabfe 



06 



ta 



la deflexión en un pumo A de una enru, 
producida por una carga aplicada «, 
punto B es igual a la deformación en eí J!? 
B producida por la misma carga ap//cJd 
el punió A. Por ejemplo, la deformación 1? 
punto flde la viga de la figura 3.19-ap ÍO( j*| 
cida por la carga unitaria aplicada en el n 
lo A, que se denominará A M , es igual. ^ 
este teorema, a la deflexión en el púnio 
de la viga de la figura 3.19-c producida» 
la carga unitaria aplicada en el punto 8 j 
Este teorema puede demostrarse poreinX 
todo del trabajo virtual, como se indica * 
continuación. 

Si se desea calcular & R1¡ por el método 
del trabajo virtual, se coloca una carga »* 
tual unitaria en el punto B, comosemuewi 
en la figura 3.19-d, y se aplica laecuaofo 
3.63. En este caso, M será la ecuación de 
momentos tlexionantes producidos pw k 
carga real aplicada en el puntos, ymwritj 
ecuación de momentos flexionanles produ- 
cidos por la carga virtual unitaria aplicad) 
en el punto fi. Se les llamará a esu* 
ecuaciones m A y m B , respectivamente 
usando m (minúscula) para indicar que** 1 
momentos producidos por cargas unilan* 
en los dos casos. Por lo tanto, de acuff* 
con la ecuación 3.63 y con esta notaoO» 



.76) 
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El primer término del segundo miembro 
dará las deformaciones por flexión (ecuación 
3,63), el segundo If-rmino, las deformacio- 
nes por cargas axiales (ecuación 3.54), y el 
tercero, las deformaciones por fuerza cor- 
tante (ecuación i. 74). 



De manera similar, si se desea e» 
se coloca la carga virtual ene 



puní' 



como se muestra en la figura 3.19-d, A* 
la ecuación de momentos producido* P% 

carga real aplicada en H. n> etuJC *2¡¡»rf 
momentos pro<lucidos por la carg* v 




1 (carga virtual) 




I 'caiga real) 




1 (carga virtual) 




B 




Figura 3.19. Teorema de Maxwelt 



aplicada en A, y la deflexión será, usando la 
*wna notación: 

_\ m H m A {<ix) (3 78) 



Como el producto de func iones m A m ñ 
n **ual al prodw to mtfn A , entonces A Atf es 
4 que lo establecido por el Teo- 
r **M d* Maxwell, f I teorema se ha demos- 
| f ' M Wpjra iiru targa real unitaria, pero si es 
v ««fo p^ r<i ( ^ rKíí ,¡ ( , ne ((ur st-flo para 

"Wwra. las deforma* iones prodm idas. 



como en la viga de la figura 3.1 9, por cargas 
unitarias se denominan coeficientes de fíe* 
xihilidad ya que indican qué tanto se deforma 
o qué tan flexible es una viga bajo la acción 
de una carga unitaria, Suelen denominarse 
con la letra 6, así que la deformación en 8 
por la carga unitaria aplicada en A será 8^ 
y el Teorema de Maxwell se expresará en for- 
ma matemática como 

6** b 6/m (3-79) 

ti teorema puede extenderse a rotacio- 
nal reciprocas y a combinaciones de 



20/ ttntomu, 




Figura 1.20. Rotaciones recíprocas 




6 




'AH 



Figura 3.21. Rotaciones y deflexiones recíproca 



deflexiones y rotaciones. Así, con referencia a 
la figura 3.20, la rotación en B producida por 
un momento unitario aplicado en A es igual a 
la rotación en A producida por un momento 
unitario aplicado en B, o sea, 9^ = 9^, ambas 
rotaciones en radianes. Y con referencia a la 
figura 3.2 1 , la deflexión en 8 debida a un mo- 
mento unitario aplicado en A es igual a la ro- 
tación en radianes en A producida a una carga 
unitaria aplicada en B, o sea. = e^. 

También puede generalizarse el Teorema 
de Maxwell al trabajo realizado por siste- 
mas de fuerzas. Esta generalización se co- 



noce como Ley de Betli y establece que ti 
trabajo virtual U Afí realizado por un sisiemj 
de fuerzas P R que se desplaza por la acción 
de otro sistema de fuerzas P A es igual i! 
trabajo U HA realizado por un sistemad» 
fuerzas P A que se desplaza por la acción* 
otro sistema de fuerzas P„. 

El Teorema de Maxwell simplifica no- 
tablemente el cálculo de deformaciones n 
los métodos de análisis de estructuras hipa- 
estáticas como se verá en capítulos po*»- 
riores. De ahí su importancia dentro (*H 
análisis estructural. 
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PROHIFMAS 



3.1 Usando el método de integración calcular las «P*^" 1 " e ?"**H. I* 
deflexiones en el centro del claro y las deflexiones máx.mas de las s,gu,en,es ^ 
Considérese El constante en todos los casos: 
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6 Trm-m 



3 m 



1* 
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3.2 Resolver el problema 3.1 usando los teoremas área-momento. 

3.3 Calcular la deflexión y la rotación en los extremos de los voladizos de la siguiente 
viga usando los teoremas área-momento. 



3 ton 



2 lon/m 



1 ton/m 



*ílo 



\\\\\ 



Elo 



[ < , »k 

1 2m ■ 3 m I 4 m 




3 m 



3.4 Calcular las rotaciones y las deflexiones en los puntos de aplicación de cargas 
concentradas en las siguientes vigas usando el método de la viga conjugada. Supóngase 
II constante. 



* ron 



4 Ion 



5 ion 



4 ion 




^— ^ k $U * * > | < ; H 



"7 



Olí /V/fwrurfnui't 



h ton 4 ton 



1 



¿Un 




2 m 



^ — H< — >H * 

I m l m 1 m 



2 m 



(b) 



3.5 Calcular la deflexión máxima de las siguientes vigas por el método de la 
conjugada. Supóngase El constante. 



12 Ion 



4 lon/m 




3m 



^ ^T~* 



ta) 



1 » Ion 



1 lorv'n 



1 lon/m 




E lm y H — *K->M* * 



m 2 m 



■I 111 



I ^ fjkuljr la* deflenione* v roí; 
*AjlJctot. por el méforio rir Sewm 



•« '** siguiente* vigas, *n l« 



secciones 



1 0 "xi 





4 fon 











2 Too ' m 












d e 







El - comíante 



H * * — 4 — 4 — H 



5 *2m - lOm 



S ton 




5 m 1 m - Sm 



(c) 
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10 ion 




H H* * * H 



4 92 m - 8m 
(d> 




5*2 m = lOm 



(O 



4 ion / m 



h - !0 




h = 50 cm 



El ■ consume 
b - 25 cm - constante 

*H — * — * — h 

5 • 1.5 m - 7.S0 m 
(0 



Pr»t>bm*\ ¿o*) 

3 7 Calcu'J' los desplazamientos vertical v hoti/nm ,1 .... 1 

¿el ir..bajo virtud. V hor " on,dl el nudo (4 usando el método 



Al: • (nntf.inio 




Sm 



¿0 km 20 ion 



10 tan 



H >h * * «I 



4»Sm- 2Üm 



1. 8 Calcular los desplazamientos vertical y horizontal en el nudo L ; de lo armadura 
del problema anterior si , además de las carga! mostradas, la barra U, Uj tiene una 
longitud 0,75 cm menor que la teórica. 

3.9 ftira las siguientes vigas calcular las deflexiones y las rotaciones en los puntos 
señalados empleando el método del trabajo virtual. 




* 1 0 tu , , . 

5 ton 

i ton 




t - ,., J l - „ t lm H 

(b) 



3 JO Calcular el desplazamiento horizontal en B, el desplazamiento vertical al centro 
del claro de la viga BC y la rotación en D del marco mostrado, usando el método del 
trabajo virtual. 

2 ton/m 



5 




H — r m — H 



CAPÍTULO 4 

Resolución de estructuras 
indeterminadas por el 
método de las fuerzas 



4.1 inlroducción / 4.2 Planeamiento 
general del método de fas íucr/as / 4.3 
Método de las fuer/as para vigas / 4.4 
Método de las fuer/as para armaduras / 4.5 
Método de las fuer/as para manos 



4.1 Inlroducción 

En el capítulo 2 se estableció que las estruc- 
turas isostáticas pueden resolverse a partir 
de las ecuaciones de equilibrio de la Estática, 
mientras que las estructruras hiperesiáticas re- 
quieren, para su solución, de ecuaciones adi- 
cionales ya que el número de incógnitas es 
mayor que el número de ecuaciones de equi- 
librio. Existen dos enfoques generales para 
U resolución de estructuras hiperestáticas. 
En el primero, la estructura por analizar se 
convierte en una estructura isostática en la 
°w se satisfacen las condiciones de equili- 
hno, pero no se satisfacen las condiciones de 
deformación o de continuidad geométrica 

* la estructura original. Los errores o incom- 
patibilidades de geometría que resultan en 
'» estructura isostática se corrigen, en una 
^•Runrla etapa, conservando las condiciones 

* equilibrio. En el segundo enfoque, la es- 
,f ""ura hiperestátka se transforma en otra 

"'Mura en la que so satisfacen las condl- 
'"mev. de deformación o de continuidad 
Pj***tnca, peto no la» condic iones de equi- 
l,,Hi " «látiro. En una segunda etapa, se co- 



rrtg«« las condicones de equilibrio sin alte- 

ra ' as con dic¡ones de continuidad geo- 
métrica. 

El primer enfoque se conoce como mé- 
todo ¿fe /as fuerzas o de las flexibilidades. 
mientras que el segundo se denomina 
método de las deformaciones o de las 
fluideces. Todos los métodos de análisis 
estructural, incluyendo los métodos mar- 
ciales que utilizan computadoras de gran 
capacidad, se basan fundamentalmente en 
estos dos métodos generales. De ahí la 
importancia de estudiarlos y de comprender 
sus principios básicos. En este capftulo se 
presenta el método de las fuerzas, y en el 
siguiente, el método de las deformaciones. 
Como se verá en las secciones siguientes, es 
necesario dominar el cálculo de defor- 
maciones estudiado en el capítulo 3 para 
poder aplicar estos métodos. 



4.2 Planteamiento general del 
mélodo de las fuerzas 

Existen numerosas variantes en ta aplicación 
del método, pero en todas ellas se distinguen 
los siguientes pasos. 

a) La estructura original hiperestática se 
transforma en una estructura isostática 
eliminando algunas de sus restriccio- 
nes contra deflexiones o rotaciones. 
En general, el número de restriccio- 
nes que hay que eliminar es igual al 
grado de indeterminación de la es- 
tructura. La estructura que resulta de 
eliminar las restricciones hiperes- 
táticas recibe el nombre de estructura 
isostática fundamental. 

bi Se calculan las deformaciones de la 
estructura isostática fundamental 
bajo la acción de las mismas cargas 
que actúan en la estructura hiperes- 
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(ática. Estas dcformac iones so deno- 
minan Iftcoirifjittoilktádél geométricas 
porque no existen en la estructura 
original en los puntos en que se eli- 
minaron las restricciones. 
í I Se aplicon tuerzas arbitrarias en las 
secciones donde se eliminaron las 
restricciones y se calculan las defor- 
maciones producidas por estas fuer- 
zas correctivas. Es necesario aplicar 
una tuerza por cada restricción eli- 
minada en la estructura hiperestática 
y calcular por separado las deforma- 
ciones debidas a cada fuerza. 
dt Se plantea un sistema de ecuaciones 
para determinar el valor que deben 
tener las fuerzas correctivas de tal 

manera que se corrijan las incompa- 
tibilidades geométricas. 

e) Se obtienen las acciones finales (reac- 
ciones, fuerzas cortantes, fuerzas 
normales, momentos) sumando las 
que corresponden a la estructura 
isostática fundamental y las producidas 
por las fuerzas correctivas. 

En las secciones siguientes se ilustra la 
aplicación del método de las fuerzas a vigas, 
armaduras y marcos a través de varios ejemplos. 

4.3 Método de las fuerzas para vigas 

4.J.I Planteamiento general para vigas 

Ames de iniciar la resolución, conviene 
calcular el grado do indeterminación de la 
viga a resolver con los métodos expuestos 
en la sección 2.6.1. Esto permite saber 
cuántas restricciones liipcrest.it i cas se deben 
el.mmar de la viga. También permite 
verificar, como se verá posteriormente, el 
número de ecuaciones simultáneas que 
OHbM plantearse para resolver el problema 



desde luego que si la viga i- s <!<- Un 



do de indeterminación, en 



«'lo. 



te 

fe 



lema de ecuaciones se plant ea l 
ecuación. Las restricciones hipe^,,*' 1 ' 
que se eliminan suelen ser dp 0 y ()s 
vigas o continuidades de las mismas 
los apoyos. En el primer caso, se qui * 
apoyos de tal manera que el númeVÍ 
restricciones en los apoyos sea igual ai 
de ecuaciones de equilibrio, es decir *- 
ecuaciones si son cargas paralelas y im 
no lo son. En el segundo caso, lo queseé 
es introducir articulaciones internas en i 
vigas, generalmente sobre los dp 0 y, ( , 
interiores. . 



4.3.2 Vigas de varios claros 
sobre apoyos rígidos 

Ejemplo 4.1 

Se resuelve en este ejemplo una viga conti- 
nua de cuatro claros, con una carga veflica 
en uno de los claros. Como se tienen) 
incógnitas de reacción y 2 ecuaciones dr 
equilibrio, la viga tiene un grado de ir»* 
terminación de 3 (sección 2.6.). 

En el paso a), la viga híperestirica * 
ha transformado en una isostática eliminan- 
do los tres apoyos interiores. Pudo haberse* 
minado otro grupo de tres reacción* 1 
redundantes, poro tal como se hizo rew<« 
más sencillo el cálculo de deformación» 
por tratarse de una viga libremente apov 3 * 
en sus extremos. La elección de la isostaW 
es importante porque la labor numérica p*" 
de simplificarse significativamente sé* 0 * 
nando una isostática conveniente. 

Después se presentan en el p¿*° 
deflexiones de la viga isostática en I'* _ j 
ciones en las que se eliminaron la* 



a-ai" 



"es redundantes, o sea, en las sec CK "^, 
G y D. bajo las cargas de la vi«J 01** 
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cálculo de deflexiones. A, puede hacerse por 
cualqufera de los métodos estudiados en 
el capelo 3, En esle ejemplo se utilizó el 
método de la viga conjugada. Estas 
deflexiones son las incompatibilidades 
geométricas porque en la viga original no 
hay deflexiones en estas secciones ya que 
las impiden los apoyos. El cálculo de 
deflexiones por el método de la viga conju- 
gada se ha explicado con detalle en la sec- 
ción 3.5 por lo que no se comenta aquí con 
más amplitud. Sin embargo, se presentan los 
cálculos completos al final del ejemplo con 
el fin de no interrumpir la explicación gene* 
ral del método. 

En el paso c) se aplican a la viga isostática 
cargas unitarias en las secciones B, C y D y se 
calculan las deflexiones, 8, correspondientes 
a cada carga, en cada sección. Nótese que 
estas deflexiones tienen un doble índice. El 
primero señala la sección en que se calcula la 
deflexión, y el segundo, la sección en que se 
aplica la carga. Por ejemplo, la deflexión 6 K 
es la deflexión en la sección B producida por 
una carga aplicada en la sección C. Se men- 
cionó antes que las cargas aplicadas en este 
paso eran arbitrarias, es decir, que podían te- 
ner cualquier valor. Se acostumbra hacerlas 
unitarias ya que esto simplifica los cálculos. 
También pueden aplicarse en cualquier senti- 
do, o sea, se pueden aplicar hacia arriba o 
tacia abajo. En este ejemplo se han aplicado 
con el mismo sentido de la carga de la viga 
wiginal. También al final del ejemplo se in- 
clu ven los cálculos de las deflexiones corres- 
pondientes a esle paso. 

fara cumplir con las condiciones de 
rompaiibilidad de deformaciones de la viga 
tfgifial es necesario que las deflexiones 
,lf| *'w en las secciones B t CyO sean nulas. 
F *W> Podría lograrse si las cargas aplicadas 
*' Paso c, en vez de ser unitarias tuviesen 
¡J] ^mos valores y los mismos sentidos de 
,as Acciones en las secciones mencio- 
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nadas. Para determinar estos valores y los 
sentidos correspondientes se plantean 
entonces, en el paso d, tres ecuaciones 
de compatibilidad geométrica que expresan 
precisamente que las deflexiones totales en 
las secciones B,CyO son nulas. Se obtiene 
un sistema de ecuaciones en el que las 
incógnitas son las reacciones X a , X r y X Q . 
Resolviendo este sistema se calculan las 
reacciones X fl , X c y X D y con las ecuaciones 
de equilibrio Z M A = 0 y Z M f = 0 se calculan 
las otras dos reacciones X, y X A . Ya que todos 
los valores de las deflexiones están en 
función de El y este valor es constante en to- 
da la viga, se puede eliminar al plantear el 
sistema de ecuaciones. Obsérvese que los 
valores de X s y X c resultaron negativos, 
mientras que el de X D resultó positivo. Esto 
quiere decir que el sentido que se supuso 
para la fuerza unitaria en la sección D, en el 
paso c, fue correcto y la reacción correspon- 
diente actúa hacia abajo. En cambio, el 
sentido que se supuso para las fuerzas 
unitarias en las secciones fl y C fue 
incorrecto y las reacciones son, por lo tanto, 
hacia arriba* Los signos de las reacciones en 
A y en £ quedan determindos al resolver las 
ecuaciones Z M A * 0 y I M £ = 0. 

Es importante visualizar el significado 
de cada una de las ecuaciones del sistema 
planteado en el paso d. Así, la primera 
ecuación expresa que si se suma la deflexión 
en el punto B de la viga isostática fun- 
damental, A¿, con las deflexiones en el 
mismo punto producidas por las cargas 
unitarias aplicadas en B, C y O, 5 fi0 , 8 8C y 
$ gf>/ respectivamente, la deflexión final debe 
ser nula, siempre que las deflexiones 
producidas por las cargas unitarias se 
multipliquen por los valores reales de las 
reacciones. Estos valores son las incógnitas 
que hay que despejar en el sistema de 
ecuaciones. La segunda ecuación expresa lo 
mismo, pero en relación al punto C, y la 
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tercera, en relación al punto D, Visto de otra 
manera, si se conociesen de antemano los 
valores de las reacciones, y se cargase la 
isostática fundamental con la carga externa 
de la viga hiperestática y con cargas iguales 
a las reacciones en B, C y D, los valores 
(frates de las deflexiones en los punto fi, C 
y D serfan nulos. Como no se conocen los 
valores de las reacciones, se carga la 
isostática fundamental con cargas unitarias 
y las deflexiones resudantes se multiplican 
por las incógnitas que son dichos valores. 

En la viga de este ejemplo, la isostática 
fundamental con la carga unitaria aplicada en 
B resulta simétrica a la isostática funda- 
mental con la carga unitaria aplicada en D, 
como puede verse en los croquis de los casos 
2 y 4 del anexo del ejemplo. Por esta razón, 
5 SD resulta igual a S D/Í . Sin embargo, debe 
notarse que esia igualdad existe aun en vigas 
no simétricas, por el Teorema de Maxwell 
expuesto en la sección 3.8. Así, en el 
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ejemplo ha resultado 6 CB igual a 6 
en este caso no hay 
Teorema de Maxwell permite 
notablemente el número de cálcuW*' 
deflexiones, o bien, puede utiliza^ ** 
comprobación de los cálculos. 

Ya que se tienen las cinco reacc^ 
pueden determinarse los diagramas 
za cortante y momento flexionanie fy¿ 
misma manera que en vigas isostáticas. R^í 
de fuerza corlante, se suman las tueros 
izquierda de cualquier sección, y parad* 
momento flexionante se suman los momi*. 
tos producidos por las fuerzas a la izqufea, 
de cualquier sección o a la derecha cor 
signo cambiado. En el ejemplo se muestra 
estos diagramas. Al trazar el diagrama* 
fuerza cortante se pueden comprobar fe 
valores obtenidos para las reacciones. Si se 
empieza a trazar el diagrama desde la reac- 
ción/* hacia la derecha, al llegar al ewretw 
£ se debe tener una fuerza corlante nula. 



EJEMPLO 4.1. RESOLUCIÓN DE UNA VIGA CONTINUA POR EL MÉTODO 
DE LAS FUERZAS 



DATOS: 



20 ton 



£/ a consunto 




HIMPLO 4.1 ¡continuación/ 



Paso j) Planteamiento de la viga isostática fundamental. 

20 ion 



Paso b) Deformaciones de la viga isostática (los cálculos se presentan al final del 
ejemplo). 

20 ion 

C 






& 0 = 



2278.63 
El 



30 46.90 
El 



1992.20 
El 



P*o c) Aplicación de cargas unitarias y defexiones correspondientes dos cálculos se 
presentan al final del ejemplo). 



i 



2 1 b RnohicMn <*• «ffructONI Indi-lffmmjdJ* por el mfitotto de 
flfMPlO 4.1 (continuación/ 




5 



114.58 
El 



<¡cc = 



lbb.67 
ti 



114.56 
£/ 



A H 


c 


0 








1 





8 8D = 



72.92 
f/ 



14.58 



8od = 



93.75 



^7uÍl a cor~ ' aS eCUaCÍ ° neS de «WHidad geométrica y calcuto* 
2278.63+93.75 X fl + 1 14.58 X c + 72.92 X D =0 

3046.90 + l14.58X 8 +166.67X c +n4.58X o =0 
1992.20+72.92 X B + 1 1 4.58 X c +93.75 X D = 0 

El término f l se ha eliminado 



' ( ' 7 V" """"«ao porque es constante 

Resolviendo el s.s.ema de ecuaciones se obtiene? 

| 

r 
r 



* fl -...34 10 nT, X c - I2 .U I onT. X 0B + 2> 4., O ni 
rx-£M,.o, X^-J,47toni 
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HIMPLO 4-1 f continuación t 




ftso eJ Reacciones (¡nales y cálculo de fuerzas corlantes 



y momentos ílexionanies. 



1.47 



t 

11.34 



20 
I 



12.14 



I 

2.41 



Xltont 



(1.40 



<».H7 



( + I 



1.47 



.2.01 

í+i 0A 



VI ton) 



10.13 



17.33 




■Uton-ml 



FICMPLO 4.1 (continuación) 



ANEXO. CALCULO Dr DIfl EXIONÍS 
£/ s constante 



20 ton 



c 



Sm 2.5 m 2.5 m, 5 m 
H ^ h H 



1 . Viga isostálica 



20 ton 



Viga real 



12.5 fon 



93.75 



ton - m 



7.5 ton 



ton - m 



507.» I 
tí 




Viga conjugada 



ton - m 2 



429.69 



El 



ton - m- 



II 



507.8IX5-Ü 



2278.63 , i 
— — — tonm 



429.69xl0-(ix75xlo][ixlo' 
H,-A„ = l[«. ) .69x 5 -(lx5x37. 5 )(i X 5) 



3046.90 i 
ton m 

El 



m2 - 20 ronV 



El 



SWUhIu iH Lis Un*t*J\ í 



HíMPlO (continuación) 



% VígJ con carga en /í 



Ion 











f 


1 

1 

075 ion 




V¡£a real 




i 




375 

Ion - ni 

a 


— Ion - ni 


ton - m 

F/ 






0 : 




O* * 


t 



I 



21. «8 



Vir.1 conjugad. 



Ion - m ¿ 



1 

ion - m J 



W 0 " 5 BB " ^ 



21.88x5-1 -x3.75x 



KHHS 



9375 t<W 



f/ 
1 



15.63x10 



5xl0||^xl0jl=^|~ ton m 



15.63x5-1 -xl.25xS 



72.92 i 
El 
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EJEMPLO 4.1 (continuación) 



M, 



114.58 
x 5 1 1 = — - — lon m' 



= 8„ =¿[ 2 5x 5 -(i»2.5x 5 Ji 



£1 

166,67 



Ion m 



i 



4, Viga con carga en D 



A 



1 ton 



0.25 Ion viga red 



3.75 

2.5 — lon-m 

.25 ir ,on - m 

— .on-n. 



1 

0.75 ion 




Ion - m 2 



W S =5 eo = 5 D8 = ^pton.m 3 



M c = 6 CD = o oc = 



114.5 8 



ton-nr 



M o = S 0D =6 flS =^ip ton-nr 



Ejemplo 4.2 

Se ilustra otra manera de planlear la viua 
¡sosrá.ica en el paso a. En vez de eliminar 
las reáreme* de los apoyos interiores, tomo 
en el cumplo anterior, se han introducido 
articular iones en dichos apoyos, de tal ma- 
nera que ,„da claro se transforma «I una 
wita WWfiKn» apoyada. De acuerdo con 
os principo* genérale* del método do las 
ur-r/as, < umplen las . on.l» , ont ., 
hbr.o. ya que rada iramo puede ,.„.,/„„ 



equilibrio, pero no las condiciones de con- 
tinuidad geométrica porque al detbrnun# ü 
estructura, ocurre en los apoyos un gira * 
lativo entre los tramos de viga .nlyJ cfntn 
que no se presenta en la estructura reJ^ 

En el paso b se han calculado Ijs**¡¡ 
"naciones en la estructura isostálica. fl"* 
este caso son los giros en los apoyos- 1* 
K'ros o rotaciones se c alcularon con e' 
todO de la viga conjugada, según ^ 
«>n Igualo a las fuer/as corlante* 
■•l»"V«s de los tramos de viga carga'*» 



, * di-i[¡»J n,as de momen,os flexionantes d¡- 
iididos enire El. Estas fuerzas cortantes, a 
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los 



jo vez, son 



iguales, a las reacciones de 



as 



libremente apoyadas. Los giros rela- 



tivos 0son ,a sum,í de los S' ros a Jml) os lados 
década apoyo. Por ejemplo, la rotación 0 B 
tó U suma de 0 a , y de 0 BC . El cálculo de es- 
os rotaciones se presenta al final del 
ejemplo. Se ha seguido la convención de sig- 
nos de considerar que los giros son positivos 
otíndo los produce un momento flexionante 
positivo. 

En el siguiente paso se han introducido 
momentos unitarios en los extremos de cada 
(ramo de viga para restituir la continuidad 
geométrica. Estos momentos son equivalen- 
tes a las fuerzas unitarias que se colocaron 
sobre los apoyos del ejemplo anterior. Tam- 
bién por el método de la viga conjugada se 
han calculado las rotaciones en los extre- 
mos, ft que son iguales a las reacciones de 
los tramos de viga cargados con el diagrama 
triangular de momentos flexionantes dividi- 
do entre El, el cual, a su vez, es el produ- 
cido por los momentos unitarios. El signo de 
los momentos unitarios introducidos es tal 
que producen momentos flexionantes 
positivos, pero pueden ser de cualquier sig- 
no ya que el sentido correcto aparecerá al 
final de la solución, como en el caso del 
eiemplo anterior. Obsérvese que los momen- 
'os mostrados en las figuras de este paso b 
*on momentos de apoyo sobre barra (véase 
■i «cción 2.9). También los giros relativos 
« «ta etapa son la suma de los giros en 
ambos lados de cada apoyo. 

En el paso d se plantean las ecuaciones 
apresan que las rotaciones relativas en 
c *da apoyo deben ser nulas. Para ello, se 
Vm,an las rotaciones producidas por lascar- 
*«*n cada a p 0v0 f | ( . | a v j ga isostática y las 
^xJocdas también en cada apoyo por los 
rry *Wnios unitarios. Se forma un sistema de 
paciones del mismo ¡vatio que el de m- 
^rnmaaon de la viga real; en este siste- 
"** °* *tuattone* puede eliminarse el valor 
£ " Porque » constante, los valores que 
'**-eru. n pjM | dS mr 6gnitas son los de 



»os momentos que realmente habría que 
aplicar en los apoyos para restituir la conti- 
nu.dad geométrica. Como en este caso to- 
aos los valores de las incógnitas resultaron 
negativos, los signos supuestos para los mo- 
mentos unitarios fueron incorrectos. Por lo 
tanto, en cada apoyo hay un momento 
"exionante negativo y en cada tramo, un 
diagrama triangular de momento flexionante. 
también negativo, que debe sumarse al 
diagrama positivo de la viga isostática para 
obtener el diagrama final de momentos 
flexionantes. 

Teniendo los momentos flexionantes, 
pueden calcularse las reacciones y las fuer- 
zas cortantes analizando cada tramo de viga 
como se muestra en el paso e. Cada tramo 
se somete a las fuerzas externas y a los mo- 
mentos de apoyo sobre barra que actúan en 
sus extremos. En los apoyos izquierdos, los 
momentos flexionantes tienen el mismo sig- 
no que los de apoyo sobre barra, y en los 
apoyos derechos, tienen signo contrario. Las 
reacciones en cada apoyo son la suma de 
las reacciones de los dos tramos que concu- 
rren en el apoyo considerado. Se muestra en 
el ejemplo el cálculo de las reacciones en 
los tramos AB y BC. La reacción R B es la suma 
de las reacciones R M y Rgr. 

Esta manera de pTantear la viga 
isostática tiene ventajas sobre la del ejem- 
plo anterior. Una de ellas es que resulta más 
fácil, en general, calcular rotaciones que 
deflexiones; así, si se usa el método de la 
viga conjugada, para calcular las rotaciones 
hay que calcular sólo fuerzas corlantes en 
la conjugada, mientras que para calcular 
deflexiones, es necesario determinar también 
los momentos flexionantes. Otra ventaja es 
que en el sistema de ecuaciones no aparecen 
todas las incógnitas en cada ecuación, por lo 
ouc resulta más expedita su resolución. 

Obsérvese nuevamente que se cumple el 
, c< „ema de Maxwell de las deformaciones 
recíprocas. Por ejemplo, 6 CB es >guala9 H( .ín 
este ejemplo se determinaron 'odas las 
«Odones. V «' Wnclplo de Maxwell se utihzó 
twno comprobación de los cálculos. 
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PIO 4.2. RESOLUCIÓN DE UNA VIGA CONTINUA CON CARGA UNEAl M [ NTf 
DISTRIBUIDA POR El MÉTODO DE LAS FUERZAS 



DATOS: 

ti » confiante 



B 



b i (i lon/m 




D £ 




4 m 



1m 



O m 



4 ni 



Raso .»/ Planteamiento de la viga isostática, 




io uní/i'» 





Paso b) Deformaciones en la viga isoslálica (los cálculos se presentan al final del etenv 
pío). 



IOlon/m 




78.75 
0 



B r = 



142.08 
£7 



iib.67 



orefení.n 2£ftí ™T nIOS UnÍ,arÍOS V 8Íros correspondientes (los cálculos * 
prwnían al ímal uel ejemplo). 





f — *~ 



El 



f|EMPLO 4.2 (continuación) 




e(c *7T 




0 



ft 



/Mí 



10/3 



faso ri) Planteamiento de las ecuaciones de compatibilidad geométrica y cálculo de 
la» fuerzas correctivas. 



78.75 *iM„* 5/6 M ( M)M o =0 
1 42.08 + 5/6 M„+ 1 V 3 M c + 1 M D * 0 
U6.67 + OM ff +1M c +10/3H»-0 

íl término // se ha eliminado porque es constante. 
KewilvifrvJo el sistema de ecuaciones se obtiene: 



M„ - -1B.70 Ion n> 



M, • -27.17 



un ni 



M„ - -26.85 ton m 
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Dí MPlO 4.2 (continuación) 



Paso o) Re, .. < iones (.....les y calculo de las fuerzas cortantes y momentos í\ 0 x, Oni 



I) C ¿Iculn do Ijs reacciones por (ramo*. 
Iranio /Vfí 



Tramo fl-íT 



A lOron/m 0 



t 



) 



'HA 



B 



MU 



^W-(IO) (4) (2W,870, ( 



„ 80-18.70 

a - 1 5.33ron 



15.33 + ^-10(4)^0 
R B * = -10-15.33= 24.67 




5 ni 



— 1 



*C I>c«0 

-18.70-(10)(5)(2.5) + R SC (5)+27.I7-I 
^^ 18.70,125-27,7^3 3,^ 

23.3I+^- s -io(5)«0 

^g = 50-23.31 = 26.69 ton 



< 0 lofi/m 
« i 




24*? u m .Vn.un 266 !, lon «.«24b7 + 23.31 = 47.98lon 




pj/j vigdi 22 



((IMPIO 4-2 /continuación) 



Del mismo modo para las ciernas ,,,,< , ¡ oru . s . por ,„ l lnt|) reaccjont5 to , j|w m 

10 lon/m 



r 

1 5.3 > 



I 

47.98 



t 

56.74 



i 

16.66 



23.31 



HUIS 



íJ3 

ts. 




N 


\ 


24. 


67 


26. 


69 



26. 



29.9S 



1 7.98 



11.75 



18.70 27.17 
W£XO. CÁlCUtO DE IOS GIROS 

ti - consume 



1 0 lon/n 



26.87 




Viga re¡ 



;ff|ion| 
I 3.29 



^3 

13.29 




Mjtrm - m| 




22b Kfsohfión MUvctOrth indvtaminMlas por método dr 



fot fue'/*» 




Viga conjugada 



V B = e tf * ^[26.67 + 52.08] = tonm 2 



/ c =e f = 1(52.08 + 90] = tOO 



4i-eo=¿[90 + 26.67]«ü5: 



16.67 , 
ton ■ nr 



2. Viga conjugada con momento en fi. 



ton ni 




25. 

I 2!L fj*t 5/3 t 5/6 

tí a ir ir 



tlon-m-'l 



'*•?]• 



lon-m z 
El 



[|[MPl° J - 2 (continuación) 

3. Viga conjugada con momeólo on í t 



ton m 




5/b 



— I ,MM Iton- 




lon - m' 
£/ 



Ion • m' 
£/ 



*.Vrga conjugada con momenlo en D. 



ion m 




— líl |lOO-m 2 ) 



v 8 =e so =o 

Vc = 0rD = ' 



ton-m 
El 







_ 10 


lonm 2 




N 


3 


£/ 



41 



as con awnutmicntos 



*p<>yo$ 



tn "«as ifoitftkas, los asenta mi entos de los 
■Pojpoi no producen acciones internas en la 
"Ra Por esta razón, en eslrui turas de cla- 
?* ,B *^. como puentes, en las que se 
^j^n presentar awntamienios diferentes 
, ft 'poyo*, suelen usarse vigas ¡«wlálM* 
apoyada*. Por el contrario, en vi 



gas continuas hiperestáticas, los asen- 
tamientos de los apoyos, cuando son dife- 
rentes entre si. producen momentos 
(lexionantes y fuerzas cortantes de importan- 
cia que deben considerarse en el análisis y 
diseño de la estructura. El método de las fuer- 
as resulta conveniente para calcular las ac- 
, ¡nnes producidas por asentamientos de los 
.,poyos, como puede verse en el «guíenle 
ejemplo. 



Ejemplo 4.3 

Supóngase que en ta viga del ejemplo 4.1, 
el apoyo fi tiene un asentamiento de 1.5 cm. 
Los efectos de este asentamiento deí>en su- 
marse a los de la carga de 20 ron que actúa 
sobre la viga. 

Los Iros primeros pasos en la solución 
son iguales a los de vigas en apoyos rígidos* 
Se plantea la isoslálica en el paso a, des- 
pués se calculan sus deflexiones en el paso 
6. y a continuación las deflexiones produci- 
das por las cargas unitarias aplicadas en cada 
■poyo suprimido en el paso a. Sin embargo, 
aunque el valor de FI sea constante, ahora 
del>e Incluirse en los cálculos, pues el efecto 
de los asentamientos depende de la rigidez de 
las vigas; mientras más rígidas, mayores son 
los momentos flexionantes debidos a los 
asentamientos. En el siguiente paso es don- 
de se presenta la diferencia respecto a las 
vigas estudiadas en los ejemplos anteriores. 
Al plantear el sistema de ecuaciones, la 
deflexión total en los apoyos que sufren 
asentamientos no debe ser nula, sino debe 
ser igual al valor de los asentamientos co- 
rrespondientes. En este ejemplo, la deflexión 
en el apoyo 0 se hizo igual a 1 .5 cm, o sea, 
tiene el mismo signo que las deflexiones 
producidas por la carga de 20 ton y las cargas 
unitarias en la isoslálica fundamental* 
Obsérvese que con la convención de signos 
para deflexiones de la sección 3.3 todas estas 



deflexiones serían negativas, para no . 
con Signos negativos, se ha cambiado tí* 1 * 
a todas, con lo cual no se alteran los n*.^ 
Al plantear el sistema de ecuaciones t*^ 1 * 
ver también la necesidad de comidera J*** 
de £/, pues no todas las ecuaciones^ ^ 
ma tienen el segundo miembro i gua | a 
por lo tanto, no puede eliminarse fi 

En la figura 4. 1 se muestra el caso* 
todos los apoyos tengan asentamientos &? 
lo que produce las acciones internas en h 
son los asentamientos diferenciales, o se/k 
asentamientos relativos entre los apoyo*, 
pueden unir con una Ifnea recta los¿pyJl 
extremos y calcular los asentamicntosV^! 
apoyos interiores respecto a esta recta. Enr** 
de que algún apoyo quede arriba de Id m' 
su deflexión total deberá tener signo 
en el sistema de ecuaciones. 

Suele resultar conveniente calcular» 
separado los efectos de las cargas y lose** 
tos de los asentamientos de los apowvAi 
calcular estos últimos, las deflexíonesdfü 
viga ísostática en el paso b serán nula* o 
que la viga no tendrá ninguna carga. 

También puede suceder que se recur- 
ra calcular el efecto de una rotación impues- 
ta a la viga en alguno de sus apoyos. Enes» 
caso conviene plantear la ísostática comoff 
el ejemplo 4.2 y, al establecer el sistenu* 
ecuaciones, hacer que la rotación en 
apoyo tenga el valor de la rotación imp^ 
ta en vez de ser igual a cero. 




figura 4.I.ViK4cun 



^cniamienlosen todos los apoyos 



1o do Ait fuerza pjrj vigas 229 



l|( vtPLO 4.3. RESOLUCIÓN DE LAVICA DEL EIEMPI^TTpeÍoToÑ 
^SENTAMIENTO EN EL APOYO B DE 1.5 CM ' ° N 



20 ton 



ton/m' 
I171m 4 

¡xlO 4 ton-m ? 




1.5 cm 
5 m . 2.5 m i 2.5 m 



5m 



5m 



'lanzamiento de la viga isostática (igual al ejemplo 4.1). 

20 ion 



bf Deformaciones en la viga isostálica (igual al ejemplo 4.1). 

20 ton 

A B I C D 





- . t 



2278.61 



3046.90 



1992.20 



ei ei £/ 

i o Aplicación de cargas unilarias v deflexiones correspondienles (igual al ejemplo 4.1 >. 



A 
ir 



1 
6 



D 



8 BS " 



93.75 
ü 



1 4.58 
£/ 



72.92 



, d método de U* fucrz*¡ 



ÜJFMPLO 4.3 (continuación) 



A B í 


I 


1 

o [ 




1 

1 


~r 

i 





5sd = 



72.92 



6 CD - 



114.58 
El 



93.75 
£/ 



Paso di Planteamiento de las ecuaciones de compatibilidad geométrica y cálculo & 
las fuerzas correctivas. 

0.0666 + 0.002 74 X B + 0.00335 X c + 0.002 1 3 X 0 = 0.0 1 5 
0.0891 + 0.00335 X s + 0.00487 X c + 0.00335 X 0 = 0 
0.0582 + 0.002 1 3 X„ + 0.00335 X c + 0.00274 X„ = 0 

Todos los términos se han dividido entre El. Resolviendo el sistema de ecuaciones se 
obtiene 

X„ = 29.88 ton ¿, X c = -5 1 .96 ton T, X D = 19.06 ton i 
De£(W A =0. X f = 3.28 ton T 

De£Mf=a X^ = 13.69 ton T 



Paso e) Reacciones finales y cálculo de fuerzas cortantes y momentos flexional 



l 1.69 



29.88 



20 ion 



51.96 



i 

19.06 



1 

1.28 



Mtonl 



1 i. 69 




1 


15.77 




16.19 1 1 




ftj " J 


Í6.I9 







| li»ml 




pñtm ttgti 2i| 



4.3 (continihu ián) 




j í •/ l'í/fti* s"í*6m - ¿poyos rtAsth os 

(j «un mayoría de K*s eslrut turas reales se 
Ipoysn en terrenos que no son totalmente 
rígidos, sino que sufren <isentam ionios bajo 
la acción de las cargas que reciben* En te- 
rreno* de relativamente buen.) <,dui,i(l H o 
iUtUidn las tarcas no son muy elevadas, 
putdi' su|>onerse que las eslrut lurasdes* .insan 
«4)rc ¿p*iyos rígidos, |H*ro en t aso í ontrario 
IB considera que descansan sobre apoyos 
imbuiros. Istos »i|H>yos son e<|uivalenles a un 
anteen el que la fuerza, /, que es nec esario 
aM i n n ■ se delorme im.i < jnhil.id A 
ts irimI .i esta defounai irtn multiplir ada por 
mu comíanlo del resorte. k f figura 4.2. Por lo 
linio, puede escribirse la ec nación 



Fn el ejemplo siguiente se muestra 
como puede analizarse una viga continua 
sobro apoyos elásticos con el método de las 
fuerzas. 



Ejemplo 4,4 

Supóngase ahora que en la misma viga del 
ejemplo 4.1, tas reacciones C y D son apo- 
yos elásticos con una constante del resorte 
ile 5 ton/cm. 

La única diferencia con el ejemplo 4, 1 
estriba en que al plantear el sistema de 
ví ua< iones simultaneas rn el paso </. las 
deflexiones lotales en C y D no son nulas, 

sino que son. respectivamente, 



(4.1) 



8< =X ( /fr 




fmkA 



Qpn 4.¿. Kwort* vlátticu 



'0 



V* 



ya que según la ecuación 4.1, los acorta- 
mientos de los resortes, que son las defle- 
xiones lotales, resultan iguales a las fuerzas, 
que son las riMc < iones, divididas eulrv la cons 
lante del resorle. El sistema de ecuaciones 
qutnla con las mismas inc ógnitas y el resto de 
la solución es igual a la del ejemplo 4.1 . Oí>* 
sérvese que en este caso tampoco puede eli- 



mináis»' el valor 



iue tos segundo* 



im . m |m *s de algunas et nación^ no son nulos; 
rn este r|emplo la segunda y la terrera 



232 R-wlu,ion <*• MVOMfMtf irntrirtmimOas por rt 

ecuación tienen segundos miembros iguales 
a X ( 1 5(Xi y x n / soo, respectiva mente, 

Es importante ilelefmin.it corree lamente 
el signo de los témiinos X ( 1500 yX n / 500. En 
l.i isostática fundjmi-ni.il, las cargas unitarias 
que se colocaron en los apoyos B, C y D, las 
cuales multiplicadas por las incógnitas darán 
el valor de las reacciones en dichos a|X>yos, 
actúan hacia abalo. Si las reacciones actúan 



hacia abajo, la viga ejerce unj dC(j( , 
el apoyo hacía arriba, v por U, t,, nt0 ( *S 
les tenderán a alargarse. Las detorma ( ¿^ v ' 
los resortes tendrán entonces signosc 0 i * 
.i las deflexiones producidas por | a ¡T^i 
20 ton y por las cargas unitarias enT*** 
isostálica. Por esta razón, a los ia.*** 
X c /S00 y X D I 500 se les ha puesioT 
negativo en el sistema de ecuaciones 



EJEMPLO 4.4. RESOLUCIÓN DE LA VIGA DEL EJEMPLO 4.1 PERO CON APOYOS 
ELÁSTICOS EN LOS PUNTOS C Y D, POR EL MÉTODO DE LAS FUERZAS 



DAIOS: 

f/»3.42xl0 4 lon-m 2 

* = 5 Ion/cm=500ton/m 



20 ton 

í g I C D 



I - 5m i( 2.5m ^.Sm | 5 m ^ 5m | 

Los pasos a, 6 y c son los mismos del ejemplo 4.1, por lo que no es necesario repetirlos. 

Paso ci> Planteamiento de las ecuaciones de compatibilidad geométrica y cálculo* 
las fuerzas correctivas. 

0.0666 + 0.00274 X B + 0.00335 X c +0.0021 3 X D = 0 
0.0891 + 0.00335 X 8 + 0.00487 X c +0.00335 X D = -X c /500 
0.0582 + 0.0021 3 X B + 0.00335 X c +0.00274 X D = -X D /500 

í M ^ñe é ' m,nOÍ SÍd ° díVÍdíd ° S Pn,re R ^«'viendo el sistema de ecuaciones 
X,-,9.93,oní, X ( .- 2 ,67,onT, x 0 , -1.44 ton T 
f*£ M <*" 0 ' X,-0.l0tonT 

-0, X^.^.utoni 1 




O 4.4 (continuación) 



Reacciones finales y cálculo de fuerzas córtame* y 



momentos ílexionanles. 



r 



B 



O 

-r 



E 



4.14 



19.91 



2.67 



Xllon| 



I..14 



0.10 



15.79 


( + ) 




1 


< -) 




<-) 


1 — 


~* 0.10 





Vllon| 



4.14 



-1.21 



1B.77 




MI ton-m | 



20.7 



*. i.S Planteamiento matricial para la 
"solución de vigas 

binando el sistema de ecuaciones que se 
en el paso d del ejemplo 4. 1 , puede 
que el primer término de cada ecua- 
f,ón '^presenta la deflexión de la viga 
pática en cada sección en que se elimi- 
^•«a reacción; son Ir» términos que se han 
2¡**ntado con la notación A. Estas 
■piones dependen del sistema de cargas 
a la viga original. También puede 
J*<*ue los coeficientes de las incógnitas 
l*f deflexiones producidas por las car 
H «ntUrids. Son los términos fi,. donde ; 
Pu«o e ( , qu ». M . ( ali | (l ( j,.f(,-xión v / • - 

r * Uf>í " qi»' v .iplir .1 la ( arga. < )l>sérw 



es 

'S 



se que estos coeficientes son independien- 
tes del sistema de cargas aplicadas a la viga. 
Se denominan coeficientes de flexibilidad y 
son los mismos pata una viga determinada, 
cualquiera que sea la carga aplicada. Un 
planteamiento cquivalenle puede hacerse en 
relación al ejemplo 4.2 si las deflexiones A 
se sustituye" por las rotaciones 9. las 
deflexiones 8. por las rotaciones 8 W y las re- 
acciones por tos momentos en los apoyos. 

Independientemente del grado de inde- 
icrminación de una viga, siempre puede 
plantearse un sistema de ecuaciones como 
|„s analizados. En general, y usando la no- 
tición del ejemplo 4.1, para una viga con 
un grado n de indeterminación se obtendrá 
,.| siguiente sistema de ecuaciones: 



2S4 felfee**, rfe W f fl iA«U «*WrmWu por el método dv U, <ue>w 



, x 



Aé X B = O 



+... + o nn X o = 0<4.2> 



Un sistema dé ecuaciones de este tipo 
puede escribirse, en notación matrfctal, He 
la siguiente manera: 



*M*l2'"*ln 






Ai 






h 

* é t 










k 




¿n 


(4.3) 



o en forma compacta: 

[81 (X) = -{A> 



(4.4) 



La matriz [8] es cuadrada de grado n X 
n y se denomina roattfe de flexibilidades . Re- 
presenta los desplazamientos producidos en 
fa viga isostática por las fuerzas unitarias, o 
bien, las rotaciones producidas por los mo- 
mentos unitarios. Como ya se ha dicho, es 
independiente del sistema de cargas. La ma- 
triz ÍXJ es una matriz columna, de grado n X I, 
y representa las incógnitas del sistema dé 
ecuaciones, o sea, los valores de las reac- 
ciones o momentos flexionantes que hay que 
determinar. La matriz {A} es también una 
matriz columna de grado n X I y representa las 
incompatibilidades geométricas de la viga 
isostática. Como ya se ha dicho, depende 
únicamente del sistema de cargas aplicado a 
la viga original. 

Según se estudia en álgebra matricial, 
la solución del sistema de ecuaciones 4 4 
es la siguiente: 



ÍX) - -181 1 (A J 



(4.5) 



donde IS| _T es la matriz inversa dpi 
(5|. El planteamiento matricial re . I" 1 *' 
conveniente en la aplicación del m¿T ^ 
las fuerzas. Por una parte, es fácil i 4 
ceso a programas de cómputo q Ue 
matrices de grados elevados con gran ^ 
por ejemplo, la hoja de cálculo Excel^ 
programas de matemáticas Mapfo y 
tica incluyen esta posibilidad; inri'** 
algunas calculadoras de bolsillo inv^Ü 
matrices de tamaño regular. Por otra 
claramente que si una misma viga tieiJ* ^ 
resolverse bajo distintos sistemas de c¿ní 
basta cambiar únicamente la matriz iai 
que la matriz inversa [6| ' es la misma 

Cuando el método se plantea en tere» 
nos de rotaciones, en vez de deflexiones I 
ecuaciones 4.4 y 4.5 se transforman a L 
siguientes dos ecuaciones, respectivameme 

ie]{Mí = -jej «A 
ím> = - iej 1 {e> «j) 

El lector debe observar que las matrke 
de flexibilidades |Ó] o 191 siempre resuda 
simétricas por el Teorema de Maxwell f * 

5 i. V e «i = e ,¡- Por ejemplo, 6 I2 = 5 I( y amto 
valores ocupan posiciones simétrica* 
respecto a la diagonal de la matriz queeü 
constituida por los valores 6„. En lm 
siguientes ejemplos se ilustra la aplicaos 
del planteamiento matricial. 



Ejemplo 4.5 

Considérese la misma viga del ejemplo 4 -' 
Los pasos a. b y c son los mismos: se P'j 
tea la viga isostática y se calcula ' 
deflexiones Ayo produc idas en la iso**^ 
por las cargas externas y por las car ff* ln < í 
«arias, respectivamente. En este ejemp j( 
muestran las matrices correspondí" (J 
final de los pasos b y c. Obsérvese cfl& ^ 
cambiado el signo a las deflexión**^ 
Lidds en el pjso h para formar w 
-A. 



En el paso dse plantean las ecua< i om . s 
4 4 y 4.5, V «' resuelve esla última, Fl cálcu- 
lo rfe l<i OMlríz 6"' a partir de la matriz 6, o 
s( . , |j inversión de la matriz 8, no se muestra 
f .n el ejemplo ni tampoco en los siguientes. 
|n caso, la inversión se hizo usando la 
hoja de calculo Excel, a la que se tiene 
jeceso fácil en muchas computadoras 



prrsun 



ales. Los valores ríe las incógnitas X 



W'n lógicamente los mismos que en d ejem- 
plo 4. 1 Su signo negativo indica que el sentí 
fio real es el opuesto al r,ue tienen las fuerzas 
unitarias introducidas en ol paso í . 

El paso siguiente es también el mismo 
que en el ejemplo 4.1 . Consiste en calcular 
los diagramas de íuerza cortante y momen- 
to fleilonanle a partir de las reacciones. Ya 
no se incluye en este ejemplo. 



^TOMATWCWL UC,ÓN ° E ' A V,GA ° El E ' FMPl ° 4 Í ' CON Ei PLANTEA - 



Piso a* Planloamienlo de Id viga isoslátíca (igual que en el ejemplo 4. 

20 ton 



Paso h) Deformaciones en la viga isoslátíca (igual que en el ejemplo 4. 1 > 





20 ton 






A H 


1 


• 


1) í 


tffiF- 1 — 




- 1 

i 




2278.63 




3046.90 


1992.20 




II 





-2278.63 
-3046.90 
-1992.20 




1 1 Aplicación de las cargas unitarias y deflexiones correspondientes (igual que 
H ejemplo 4 1 1< 





a a Je /» ¿ 






i 




s IM.SK 


*,< 


166.67 


• 


v- ti 




A o 








! 




1 




o 72.92 

5*>- f/ 




1 1458 


<r 9175 

8oD "ir 


II 



93.75 II4.5H 72.92 
114.58 166.67 114.58 
72.92 114.58 93.75 



Poso rfi Planteamiento de las ecuaciones marciales 4.4 y 4.5. 



M 

0.0787 -O.D752 Qtfpf 
-0.0752 0,)()95 -0.1>7',2, 
« )( >t07 -0.07J2 



72.92] 






-2278.61 


114. Sil 


*< 




-3046.90 


93.75 






-1992.20 




fAÍ 







1 [-«78.61 




—3046.90 




1 992.20 





(ecuación 4.4 



{v< UiH trtn 4.*» 



11.14 I 
12,14 T|ion| 
12.41 i 



«*/«l««7«,M,,„g« 237 




[jemplo 4.6 

Supóngase ahora que la misma viga tiene 
caigas diferentes a las del ejemplo ante- 
rior. Ya no es necesario repetir los pasos a 
y c. Únicamente se calcula la matriz {A} 
en el paso 6 y se resuelve la ecuación 4.5 
ene) paso d. Nótese que en la matriz -{&} 



las deflexiones se han introducido con 
signo cambiado. Puede verse que al no 
ser necesario obtener de nuevo la matriz 
[6| se ahorra una buena cantidad de cálcu- 
los. En el paso e se muestran los 
diagramas de fuerza cortante y momen- 
to flexicnante obtenidos a partir de las 
reacciones. 



EJEMPLO 4.6. RESOLUCIÓN DE LA VIGA DEL E|EMPLO 4.1 CON 
DIFERENTES CARGAS 



DATOS; 




hj Cálculo de la matriz 14} de la viga isos.ática (los cálculos se muestran al final 
*1 •'jemplo». 



tS.mn 




-A 



El 



[-6965.341 
-9753.26 
-6918.26 



238 Hnnluaóndi • m/tídlM* /rrfMwmínJrfj* pot rt método th *t <"*'' 
j EJEMPLO 4.6 (cttntínuación/ 



Paso tf) Planteamiento de las ecuaciones matnciales. 

MM--M 



'«■"ación a 



93.75 


114.58 


72.92] 


X B 




-6965.34 


114.58 


166.67 


114.58 






-9753.26 


72.92 


114.58 


93.75 

• 


x„ 




-6918.26 



(V 




[ 0.0787 


-0.0752 


0.0307" 




-6965.34 




-27.06 






-0.0752 


0.1095 


-0.0752 




-9753.26 




-22.86 


V 




0.0307 


-0.0752 


0.0787J 




-6918.26 




-24.80 



(ecuación 4. 
T 

T[tonj 
T 



de XM*«0. A 'í =3 46 ton T 
de X w í =0 - ** = n.82lont 



Paso e) Reacciones llnales y cálculo de las fuerzas cortantes y momen 
25 ion 

5 (on/m 



11.82 



11.82 





3.46 



1 VI ton | 



2».b4 



A ilion 



I2.7J 



( jEMPl- 0 (continuación) 



\\l\0- CAlCUlO Df LAS DEFORMACIONES ÍJfcl PAS 0 h 
// ^ constante 



-Í5 (on 



5 kwVm 




15 tun 



,2m. 3m 5 m 
H 1* -t- 



I . Viga isoslálica 



5 ton/m 



15 Ion 



40,25 ion 



Viga real 




Viga conjugada 



EJEMPLO 4.(. (contíniutclón) 



Mo = iiw = — 



B = ^1577.86x5-^x99.5x2^ 



3 + jx2 



-99.5x3xl.5-í|x74.25 



4H 



6965.34 
£1 



ton m 1 



!577.86x10-^x99.5x2j(26/3)-99.5x3x6.5 



- - x74.25x 3 (6)- ÍxG1.25x5 (I5/8)-(1 73.75x5x2.5) 



w . 97.S3.26 , . 
M c &c ■ — — — ton-m 



1547.36x5- 



jx 120.75x3 j(3)- 120.75x2x1 



-x 50.5x2 (2/3) 



6918.26 i 
— — — ton-m 



Ejemplo 4.7 

Se ilustra el planteamiento matricial cuando 
se obtiene ta isostática introduciendo articu- 
lac iones en los apoyos, romo en el ejemplo 
4.2. Se traía de una viga de cuatro claros 
iguales con cargas distribuidas, en la cual 
los valores de f 1 son diferentes en cada tramo. 

En el paso a se plantea la isostática, que 
consiste en tramos libremente apoyados por 
em (o de las articular iones introducidas en 
los dprryos. 

En el pato b se han carulado las rola- 
( iones o giros producidos en r ada l.amo pof 

Im ' drgas distribuidas. Por H urm iplo de la 
vigj conjugad*, la rotación en ( .,da extre- 



mo es la reacción de una viga líbreme* 
apoyada cargada con el dias ,anlí 
parabólico de momento flexionarttedM* 
do entre el valor de £/. Obsérvese en 
anexo al final del ejemplo, donde se mu- 
irán los cálculos, que es necesario too* 
en cuenta el valor de £7 en cada tramo. <j*¡ 
reacción es igual a la mitad del i^* 
parábola. Con los valores obtenidos* 
planteado la matriz e. De ^ ctd<yC ^L 
notación de signos utilizada, las ' oUO °l. 
Wn positivas por ser producidas po* 
mentos positivo*. hJ , 

Los coeficientes de flexibinwjj 
obtenido ( >n el paso c aplicando < n, "™ | | 1 . 
unitarios en los extremos de " J 



««ente ¿poyado y calculando las rotacio- 
w ^ lucidas en cada extremo. En estos 
^Tias rotaciones son las reacciones de los 
"'^'cargados con un diagrama triangular 
momentos flexionantes. Nuevamente se 
(y C e notar que en los cálculos se ha conside- 
^el valor de f.t en cada tramo. Los valores 
ca |cubdos permiten plantear la matriz |0|. 



En el siguióme paso se resuelve la ecua- 
ción 4.7 para obtener los valores de las in- 

cógnnasfM) quc en estecaso son los valor,, 
ae los momentos de apoyo sobre barra en 
cada extremo de los tramos de viga. Al igual 
que en los ejemplos anteriores, no se inclu- 
ye la inversión de la matriz, la cual se efec- 
tuó con el programa Excel. 



UfMPlO 4.7. RESOLUCIÓN DE UNA VIGA CONTINUA DE DIFERENTES 
PROPIEDADES POR EL METODO DE LAS FUERZAS 



OAIOS: 




«xuciórv 



Paso a) Planteamiento de la viga isosláttca. 



1 0 ton/m 
C 



D 




El 



2 El 



1EI 



El 



teo 6f Deformaciones de la viga isostática (los cálculos se presentan al final del ejem- 
plo*. 

10 ton/m 

A B £ 




UttoPUH ? «<mlinu.ni<in> 




Hso c) Aplicación do lo* momentos unitarios y rotaciones t<>m'sp< (n( | l( . n|ps 
» .ti. ulov se prcst-iii.in ,il Nn.tl di-I i-icmnlo) 




en — 



V'^ JJ/lfl '¡/ni 

0 vi" ;<>/<» 



4.7 (continuación) 



p 3 #d> Planteamiento matr¡t¡.il y oblen, ion .i,. los momentos. 



=1 





e]{M)=-je| 




[ecuación 4.6) 


5/12 


0 1 ÍM fl | 


-78.12 




25/18 


Va h-L 






5/18 


20/9j|M o | 


-69.44 









M=-M>} 








(ecuación 4.7) 






[ 0.4216 


-0.12973 0.01622" 




-78.12 




-28.431 




M c 




-0.12973 


0.77838 -0.09729 




-43.40 




-16.89 


(ton • m) 


M D 




0.01622 


-0.09729 0.46216 




-69.44 




-29.14 





Paso eí Reacciones finales y cálculo de las fuerzas cortantes y momentos flexionales. 

10 ton/m 




19.31 58,00 42-26 58.26 19.17 




244 Km),,, „>„ ,/,. „,,uaaw uu^mUnMUi po> rl mtlodo d* Ut ttmr** 




M|turwi,| 



2«.4í 



2'J.M 



ANEXO. CÁICUIO Dt LOS CIKOS 



10 Ion. íii 




El 



— h 




2EI 
5 m 



i El 
5 m 



El 
5 m 



1. Viga isoslática 



1 0 lon/m 




¿5 25 25 25 25 25 1 25 



X|(on| 



Viga real 




Viga conjugada 



I 



Mtfnfc 




4.7 (continuación! 



El 



ton ■ m' 



V O =©ü = ¿[l7.36 + 52.08| = 



£/ 



69.44 
£/ 



ion m~ 



Viga conjugada con momento en 6. 

1 ion - m -5*1 | ion - m 




El 



[5 5l V2 ton m- 
3 6j = £/ £/ 



V/ C =6 ce = 5/12 
conjugada con momento en C 



ton-m 



El 



1 ton-m 



1 ion - m 




5/12 5/6 jg 
V fl = 8 8í «^ton ™ 



5/11 
£/ 



/' 



5 5l 25/18 



Inri ffl' 



[ f|EMPlQ 4.7 (continuación) 



4. Viga conjugada con momento en D. 



1 loo — m 




i/ n =e flíJ =o 



518 
El 



ron nr 



9 2 
- tonnr 



4.4 Método de las fuerzas 
para armaduras 

4.4. 1 Planteamiento general 

En la sección 2.6.2 se explicó que las arma- 
duras podían ser externamente indetermi- 
nadas o internamente indeterminadas. Las 
primeras son aquellas que tienen un número 
de reacciones de apoyo mayor que el nú- 
mero de ecuaciones de equilibrio sumado 
al número de ecuaciones de condición Por 
lo tanto, la obtención de las reacciones de 
apoyo por el método de las fuerzas se hace 
exactamente igual que para las vigas. Des- 
de luego, las deflexiones de la armadura 
<*osiáhca, lamo las producidas por las car- 
gas externas como las producidas por las 
cargas un.tarias, se calculan por los méto- 
dos presentados en la sección í.7.7 

Las armadura* internamente indetermina- 
da* se resuelven también siguiendo los pasos 
fundamentales del método de las fueras de 
la HGCtfn 4,2, pero la armadura isostática 
equivalente a la viga ¡vilática, se logra vlími. 
nando miembro* «-dudante* de la armadur 

IX JES*™ f """ r H '" n M,í " imif «' ^ 
que la armadura se vuelva inestable 



En los siguientes ejemplos se resuek 
una armadura externamente indeterm¡n*b 
y otra internamente indeterminada. 



Ejemplo 4.8 

Se trata de una armadura continua dedos 
claros. El grado de indeterminación extemi 
es 1 , mientras que internamente es isoftito 
ya que se cumple la ecuación 2.1 1. 

La armadura isostática se ha plantea* 
en el paso a eliminando el apoyo intermed* 

En el paso 6 se muestra la deflexión» 
el punto L ¿ calculada como se presenta en 
la sección' 3. 7. 7. Esta deflexión se calcu" 
con la ecuación 




Al final del ejemplo se incluye lJ<*- 
!>la para el cálculo de esta deflexión 
resultó de 6231 J/f cm y que es la í " < j¡¡~ 

pailblfldad geométrica de la '«^Jife 
Obsérvese que como el valor del "¡0* 
de elasticidad £ es constante P 
'actorizarse en lo* cálculos. 



i „)M>« *e calcula la deflexión que 
^^Jio cual se ulilizo la ecuación 



I ' ilP| ..i unitaria aplicada en el pun- 
- utiliza la " 

ijoil-^' W i"' '"Ve e " ,a,)l '' 'I'"' «"•■<* ■ ,l 
,¿l ejemplo el cálculo de osla deflexión. 

(n el |MW> (/ M " P ,an,ei1 1,1 ,,( »«"'"ón de 
rt-rtcidnilola incompatibilidad goométm .■ 
V o ' e l grado de indeterminación es igual .1 
' ' w , z de u n sistema de ecuaciones resulta 
' ^,1., ecuación. Yj conocida la reacción 
^1 pueden calcular las otras reacciones, 
' ¿o Lis ecuaciones 2 M,, = ü y 2 M, = 0. 

L¿s fuerzas finales en las barras de la 
armadura pueden calcularse ahora sumando 
tai correspondientes al paso b con las 
correspondientes al paso c, multiplicadas estas 
uliimasporel valor de la reacción X B . Las pri- 
mtt& son las producidas por las cargas 
oleínas en las barras de la armadura cuando 
* ha suprimido el apoyo li, y las segundas 
«nn las que produciría una fuerza igual a la 
n-arción en B sin que actúen cargas exlernas. 
Puede verse que la suma es igual a las fuerzas 
'l«e w presentan en la armadura hiperestálica 
mostrada al inicio del ejemplo. Los cálculos 



¡^"•Pónchenles mueran en la ultima 

e ernTp 0 * 1 " 

SC£ : 5!f J i ,US,f ' ,r ' lm - «»ninr 

dura ,sosiAi, ca , las'carga* extíma* pr«iu¿n 
una luer/a de tensión, de 22S kN en mu 
barra Si a esta misma armadura ismlálii a « 
le aplica ahora una fuer/a igual a la roai 1 lón 
\, o sea, de 252 kN hac ia arriba, en la barra 

¡M»an^ era mw luer/a igual a ta plidui IdapQi 
la carga unitaria dul paso c, w, multiplicada 

por el valor de X H y con signo < entrado; > si., 
segunda fuer/a valdrá, entonces, [0.625(-252] 
■ 157.51. La fuena total, f, será la suma de las 
dos anteriores. Fmf* \„ ií Para el « as., 
cuestión, la (uer/a total en la barra sera / ■ 
225 - 1 57.5 » 67.5 kN, valor mostrado en el 
primer renglón de la tabla incluida al final del 
ejemplo. De osla manera se han calculado 
en la última columna de la labia las fuerzas en 
lodas las barras, mismas que se muestran 
también en el croquis del paso e. 

El procedimiento descrito es mucho más 
expedito que resolver nuevamente la armadura 
isoslálica con las cargas externas y la reacción 
X H actuando simultáneamente, forma en que 
también podrían encontrarse las fuer/as 
Iota les. 



ERMPLO 4.B. RESOLUCIÓN DE UNA ARMADURA CONTINUA DE DOS CLAROS, 
EXTERNAMENTE INDETERMINADA, POR EL MÉTODO DE LAS FUER/AS 








lfl<) kN 






0 






^ 1 




¡1*19.4 <rv 


f (T) 
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© / 


1, 






7.5 m 


'kN 


CT * 
















EIEMPLO 4.B tconUnutdón) 



fttso a) Planteamiento de la armadura isostálica. 



135 kN 



UtO kN 



* 


\ u ' 












íí 





135 kN 



Poso />( Deformación tic la armadura isostálica dos cálculos se muestran al final del 
ejemplo). 



U. 



62313 



IBOkN 

\u. 





£ ' Ni 








135 kN 


135 kN.-'"*' 



Paso rj Aplicación de la carga unitaria y su deflexión correspondiente (los cálculos» 
muestran al final del ejemplo). 





4.H (continuación) 



ftso d) Plañimiento de la ecuación de compatibilidad geométrica y cálculo de h 
tuerza í orrccnvü. 



X B =- 



623 U/f 
247.24/f 



:^252IíNT 



de £<K- =0 - - J í/ t = 54kNT 



Paso e) Reacciones tíñales y cálculo de las fuerzas internas. 



180 kN 




»4 kN 



JS kN 



252 kN 



1 35 kN 



H4 kN 



EJEMPLO 4M Continuación) 




ANEXO. CALCULO L» LAS FUERZAS INTERNAS V DEFLEXIONES. 

J. Eliminando el .ipoyo cenir.il considerado como redundante, se calculan las tuecas f- 



IflOkN 




135 IcN * f =2?0kN 



2. Retirando las cargas externas y colocando una carga unitaria en el apoyo central * 
calculan las fuerzas u. 







0 0.625/^ 


\Q.625 

; ^ 


"•«•25 0.625 " 

0.5 kN 

1 


0.625 

;N 


0.625 

Jt = 0.5 



3. la» nactíom» y I* fuerzas finales en las barras se calcularon en la siguióme 



y -62)1 i/ f 



ottlhnuu mm 







/ 
f 


Xa 




r 




qlT1 

Af 








B.if-' 


(cn>> 


H 


Kj 


(A/V) 


M 


.1 i 








— 

750 


¿si 

- VH 


.''1.07 

29.07 


225.00 
225.00 
337,50 


__0625] 

0.6251 
0.625" 


•> O'IM 


67 S I 




% 


~75í> 


25.8 


29.07 


1 OHM 

61iT 


11.16 
1 1.36 J 






Ti, 


750 


25,11 


29.1)7 


337,50 


0.625 


6132 


' 1 .16 


1 '10 o 

IHO.O 




y, 


<M>0 


25.8 
25.8 
^ 25.« 


37.21 
29.07 


¿Mil 00 
-28 I 


• 0.1(00 
-1.250 


10 220 


2 V81 
45.42 


*W* .1 






750 
960 


25.8 


29.07 
29.07 


-281,25 
-432.00 


-1.250 
■0.800 


10220 
12(160 


45.42 
23.81 


-2 10.40 




Wi 


«,(» ) 


IM.4 


30.93 


1 is.oo 


■ 




0 


135.00 


1 




960 


19.4 


49.48 


72.00 


O./iOO 


2850 


31.67 


-129.60 






600 


19.4 


30.93 


0 


0 


0 








/;,/. 


'11,0 


19.4 


49 <I8 


-72.00 


0.800 


-2850 


31.67 








(.00 


19.4 


30.93 


135.00 




0 1 




-273.60j 


1= 












62311 


247.24 
















f 


£ 





fjffnplo 4.9 

li ¿madura de este ejemplo es isosi.iiici 
"'fnwmi-nir, v .i que tiene dos reacciones 
' tyoyo y hay dos e< naciones de cquilí- 
"o internamente es hiperestálica de 
'¿tolnVai uordocon lasei ua< iones 2.12. 
Pé !* plantear la armadura isostálica 
Inarie uno de los miembros para 
Ipla la e( ua< lón /.II IVro debe 
'hk-imIjuj i|ur pueda eliminarse 
'a armadura se vuelva inestable. Por 
' ••«• "IiMiiimm' í-l uurrnbr., / , ' 

•V-„ U ¡" ' sf,,ltl " y-' 'I'"' "'> esta 

(Vn^j * ,K " "iángulov (n rambio pue- 
WHi u»', miembros 'A-/, o ''.-/) 
N»!!T düM »«'nHo estable 



*t*í 



.11 



*"*T*iff*i ' H,,, '' , ' ,,n l 1 ''' '-*' I'' 1 eliminado 

** 'Of.ílr ''' ' ' " m '"'br<> plli'd*' elllUIM 

** ve» i**' I"'"' ''I misino i'ti'í lo te logra 
Vfl ' ( * ' '"triarlo %( ' corla en algún 
"'* podría r«Ullr ninguna 



fuerza axial. Esta segunda opción es la que 
se sigue en el ejemplo porque loma en cuenta 
la deformación propia del miembro. 

En el paso o se han calculado las tuer- 
zas en lodos los miembros de la armadura 
iSOStálica; son las fuerzas F 'de la tabla, aun- 
que no se incluyen todos los cálculos. Tam 
bién se ha calculado la incompatibilidad 
geométrica en la isoslática, que en este caso 
es el desplazamiento A que ocurre entre las 
dos secciones del corle. Como en la 
armadura original la barra U y L, « .continua, 
,.sie desplazamiento no existe. Ahora bren, 

para* ale ularA.de a. uerd lo estudiad.. 

.„ a sección 3.7.7, «-coloca una tuerza 

.nues.,a.,.I.H.KU.a4 il ,ysecalyd ( m«a 
M . r/ „ U barras produ, «das, hh ,u 

labia. Teniendo las tuerzas r y y, 
a - calCtíl* COtl la ecuación 



' M' 



|4.8> 



que es equivalente .1 1.1 ecuación .1.54 del 

Capitulo j. 

El segundo miembro de t*st.i ecuación 
es I.» sum.i de los valores rio la columna ? do 
l>) i.ihl.i. 




Figura 4.3. Introducción de una fuerza unitaria 
en h armadura isostátlca del ejemplo 4.»» 

En el paso c se calcula la deformación 
o producida poruña carga unitaria aplicada 
a ambos lados del cone efectuado en la barra 
U r t v Para hacer este cálculo, se deben in- 
troducir fuerzas unitarias virtuales en los mis- 
mos puntos donde se colocan las tuerzas 
unitarias que corrigen los errores de geome- 
tría de la isostátlca. Por lo lento, la deforma- 
ción ó se calcula con la fórmula 



(4.9) 



\.i que tanto la fuer/a que , l)f ,¡ 
paHbllidad do geometría i nmc,|,f ' ,,k «w 
para el cálculo de, tetoirnai i nnw ¿??**íj 
mismos ainjvrzosu de l,i 1 oii„„ n ¿"■'flk 
del paso 6. ' " ln| *u¿ 

En el paso d se corrige | jin 
dad de geometría planteando l,, 0^.** 
\ 1 » 8 

y despejando el valor de \ [ „ ,. s| 
la tuerza real en la barra U.-t Al * 
en el ejemplo anterior, como soio n l*"" *• 
rio de indeterminación, en ve? de 
ma de ecuaciones resulta una etuirvu* 
Como se explicó en el ejemplo *L 
las tuerzas tíñales en cada barra f ««T. 
suma de las fuerzas en la'armJi 
tsostátíca. r. y de las fuerzas u mult-T' 
das por el valor de la incógnita >* ís^ 
lores se han calculado en la columna 
la tabla incluida en el paso b. 

Después de analizar los dos crnnrt, 
anteriores puede deducirse un pr.xeríimiti 
para resolver armaduras que sean indctm» 
nadas tanto externamente como ¡ntemanwi 
Se deben eliminar tanto reacciones dcam 
como miembros de la armadura, en nún» 
tal que ésta resulte isostátlca intenumMri 
externamente. Las fuerzas unitaria} pn 
corregir las incompatibilidades de geamew 
se colocarán en los reacciones eliminad*» 
cu los miembros cortados o eliminados. 



o a ros 



I' > ( fll- 



r* • constante 




J 2 m 



7 % t m 



j.q (contínuéción) 



paso 



planicamicnlo de la armadura isostática 









45 kN 


\ 

112.5 kN 



B 



Riso b¡ Cálculo de las fuerzas f y de la deflexión ,orr,.s,>.,n,l !e a | a armadura 

bosÜlica. 





6r.". 


67.5 














67.5 


67.5 kN 




67.5 90 
45 kN 112.5 kN 90 kN 




EIEMPLO 4.9 Unnlinuadónl 



Paso c) Aplicación de la carga unitaria en el miembro UjL y y c 
V su correspondiente deflexión. 

0.707 



L 'í 



,0 ^ las 







X 707 
















o 


■ 70/X 




Q 


4e \ 


f u — 






0 




.707 



V 



o 



'Cargas 



s=£uv/,4f=479.74/£ 

Paso oV Planicamionlo de la ecuación de compalibilidad geométrica y cálculo de b 
fuerza correcliva. 

A + 8X = Q 



-_.4-. Z( f >'M¿ 



Paso e; Reacciones finales y cálculo de las fuerzas finales F en las barras. 



b/. i kN 



96.9 




45 kN 



iia.siiN 



00 W 



j 4 2 p¡jntt\wvenro matricial 

Los mismo* principios aplicados al plantea- 
miento malricfal del méiodo de las fuerzas 
en vigas hiperesláticas se aplican a armaduras 
hipercsta ticas, ya sea que su indetermina- 
ción sea externa o interna. Se trata también 
deescribir el sistema de ecuaciones 4.2 en 
[¿ íorma matricial 4.4. Si la armadura es 
eternamente indeterminada, las deflexiones 
A *erán las deflexiones de la armadura 
tsostáiica en los apoyos suprimidos bajo la 
jcción de las cargas reales, y las deflexiones 
o *erán las que ocurran en los mismos apo- 
yos bajo la acción de las cargas unitarias. Si 
es internamente indeterminada, A serán las 
deformaciones en los extremos de los miem- 
bros cortados bajo la acción de las cargas 
reales y 6 serán las mismas deformaciones pe- 
ro bajo la acción de las cargas unitarias 
aplicadas en los cortes. En armaduras inde- 
terminadas externamente e internamente, las 
A y las 5 incluyen ambos tipos de deforma- 
ciones. 



Ejemplo 4.10 

Seiluslrael planteamiento matricial para una 
«madura hjperestática. La armadura mos- 
fr *da tiene un grado de indeterminación 
V un grado de indeterminación in- 

,p *na. 

La armadura ísostálir a se ha planteado 
"'•minando el apoyo en B y corlando el 
"two Uyl y En el paso a se muestra esta 
♦""«iura ron sus cargas exlernas. 

* n el paso b se resuelve la armadura 
^At'ca y <alcuian la deflexión en el 
m '' fl. donde se eliminó el apoyo, y el de* 
f "¡J* -mo en el miembro « orlado (véase 
* '**»•* al im*l del ,,„«, /„. f st.is deforma- 



ciones se calcularon con la ecuación 4.8. 
Las tuerzas p g son las producidas por una 
Riera unitaria en el punto B y las fuerzas 
Mo, las producidas por una fuerza unitaria 
en el miembro corlado U 2 -L y Como el signo 
«e resultó negativo, en el miembro 
corlado ocurriría un acortamiento, ya que 
las fuerzas unitarias introducidas en este 
miembro son de tensión. 

En el paso c se introducen las cargas 
unitarias para corregir las incompatibilidades 
geométricas de la isoslática, o sea, A n v A„. Las 
clelormaciones producidas por estas cargas 
unitarias se calcularon con la ecuación 4,9. 

A continuación, se plantean en el paso 
d las ecuaciones mathciales 4.4 y 4,5 con 
lo que se resuelven las incógnitas X^y X D . 
La primera es el valor de la reacción en el 
apoyo B, y la segunda, el valor de la fuerza 
axial en el miembro U 2 -L y 

Finalmente, en el paso e se presentan 
las fuerzas (ótales en las barras de la 
armadura. En esle caso con dos grados de 
indeterminación, hay que sumar las fuerzas 
F* de la isostática con las cargas externas 
(paso a), las fuerzas fi de la isostática con 
la carga unitaria aplicada en B (primer 
croquis del paso c) multiplicadas por el valor 
obtenido de la incógnita X B , y las fuerzas /* D 
de la isostática con la fuerza unitaria 
aplicada en la barra U t L 2 (segundo croquis 
del paso c) multiplicadas por el valor 
obtenido de la incógnita X n . Por ejemplo, 
en la barra L 2 i y la fuerza total será: 



i i * (21375) + 10-5) (339.20) + (-0707) 
(-1087,29)» 1152.1 kN 

De esta manera se calcularon las 
fuerzas en todas las barras, las cuales se 
presentan lainbltfn en la última columna de 
|j Ubi) dnl paso h. 



I II MCI O 4.1 M RISOLU< IÓN DI IJNAABMAIJlJRA mN INDErrRMINAí,^, 
IXIIRNA f INTIKNA l'OK II fl ANIÍAMIf NtO MAIRIÍ IAI 



DAfOK 

f » consi.inlc 
AmM: 

(D - 12.9 cm* 

t2> « 6.8 tm' 'o 





7 










© 




-1 



'XI IN 



« 



Riso al PIjhIlm míenlo de l.i ,irm,wlura Isoslática. 



Ofl LM . 


/ 








A / 






\c 


90 kN 


t 

225 kN 



feo 6J Cíicule de las fuerzas f* y deflexiones correspondientes. 



'10 kN 



202. 



2112 ') 




'HJkn 



225 kN 



fjlMPlO 4.10 (continuación) 



A 
I ftl 



12,1 



VIH) 



9lH> 



C7P 1 



12 .9 



129 



9U0 6977 



|9| 



l*>1 25 



20.7S 



9<K> 



27 t 



na 



69 77 



98.07 



ti9. 



1*1 w* 



Ltt 12.9 



T27I 



127J 



6.S 



— 4- 



».77 



.i 1 1, 



-14VP* 



- 20/ 50 



9«.h7 



1 Ifl 4íi 



m ai 



1 ltt.4f> 



271 



■ 



1271 



\ IH 4h 



102 29 



*10 IHI 



15 91 



OS 



0.5 



MU) 



- I 0U> 



n.7rr 



tiro? 



6671 52 



6671.52 



*4.i, 1,1 



O 703 



n o 



22', <ll> 



I V9I 



aro? 



74Sf>.4ti 



44 



44 



17.44 



14127.9 



14127.91 



J1IW9.H7 



2202.91 



9 r li 



14 Hit 



24 67 4091 



9988.4 1 



-0.707 



I fM(l 



0.707 



1.0IK1 



-2202.91 



H7VM.49 



49. H 



97 '* 1 



U.Aft 



-220267? 



1116.91 



■r 91 



19* 31 



49 11 



2 Jfi 



0 -15672 



- 129.6b 



501 78 



9 s M l 



1*S 12 



jimo! ■ *>* **** 



EJEMPLO 4.10 Uontintiddónt 

Ruó Ci Aplicación de las cargas unitarias y cálculo de la* dolorr 




HtMHO 4. 10 {continuación) 



f*H fi r'W 



\*»\ m \ 00022 -°-«H>C.lí-87S0M9| 
.-0.0006 O.OOlüJl 25699.4«f 



-205.87 
98.HJ 



fensión kN 



KttO v. CáU ulo de las reacciones finales y las fuerzas ,- 0 U b.-.-as. 
90 kN jj 7 




i m.az 



4.5 Mélodo de las fuerzas para 
marcos 

Se aplican los mismos principios generales 
«puestos en la sección 4.2. Para transfor- 
ma' un marco indeterminado en uno 
'Wáfico, se eliminan las reacciones de apo- 

■ '"dundantes. Eslo puede hacerse de di- 
osas maneras, por lo que conviene elegir 
IJn «afeo isostático en el que resulle más 
"'pedrtoel cálculo de deformaciones. Tam- 
"*n en mar' os puede ha* erse el plantea- 
"wirir irfl usando las ecuaciones 4.4, 
evrabler er el sislema de ecuaciones, y 

' P*U rcvjlvcrío I sto v iluslM « fi los s¡- 

'rmplo 4 n 

JS*'* 4 ' dio 'le un rri.if O t OH 

V-do .1.. moW, rrm.a. „■„. ( n ,.| |M so 



a se plantea el marco isostático que se ob- 
tiene eliminando la componente horizontal 
de reacción en el apoyo D. Eslo equivale a 
transformar este apoyo en uno libre. 

En el paso b se calcula la deflexión que 
corresponde a !a componente de reacción 
eliminada, o sea, la deflexión horizontal del 
punto D, bajo la acción de las cargas exter- 
nas. Se utilizó el método del trabajo virtual 
(sección 1.7.7). Para hacer este cálculo, que 
se muestra al final del ejemplo, se obtuvie- 
ron primero las tres componentes de reacción 
1/ ' H A y y el diagrama de momentos 
fle'xionanles en todos los miembros del 
marco isostático. Después se aplicó una fuer- 
za unitaria horizontal en el punto D y se cal- 
i ularon las reacciones y los diagramas de 
uiomenlos torrespondientcs. I\>r medio de la 
ecuación 1.63 se calculó entonces la defor- 
«ue resultó de 9659.25/EI. Oh- 



matión A„ 



-,,'.fVÍ'"'<|U 



< <.ino resultó con signo negativo, 



su sentido es inverso al de la fuerza unitaria 



IIH 



Ufi th MUIKWf milvwrn<ináih< por el método de Lis fuer A >- 



aplicnta, o sea. es hacia la derecha. Nótese 
que los sigitos (l«> los momentos llexionantes 
en l.is columnas esr.in determinados de acuer- 
do con la convención establecida en la sec- 
ción 2.9.2, o sea, que las columnas se obser- 
van como se Indica en l.i figura 2. 1 5. 

En el paso c se aplicó una fuerza unilaria 
para corregirla incompatibilidad geomC-trica. 
Esla etapa resulla idéntica a la segunda pane 
del paso anterior. La deformación & DO se 
calcula entonces con la ecuación 3.63, 
pero tanto M como m son los diagramas 
que corresponden a la fuerza unitaria horizon- 
tal aplicada en D. La deflexión correspondiente 
5 ÍJO resultó de 182.25/EI. 

Habiendo determinado A D y S ÍM) se plan- 
tea la ecuación 4.2. que es una sola ecuación 
porque el grado de indeterminación del mar- 
co es igual a uno. De esta ecuación se despe- 
ja el valor de la reacción horizontal H D que 
resultó con un valor positivo de 55 ton. El va- 
lor positivo indica que su sentido debe ser el 
mismo que el de la fuerza unitaria aplicada 
para corregir la incompatibilidad. Estas ope- 
raciones se realizan en el paso d del ejemplo 



Por último, en el ra v 
otras tres componentes H a *" * 
cktori valor ¿ Hf ^*^Si^ 
de fuerza cortan,? > mó^O 
Obsérvese nuevamente 0, ?'° «O 
momentos se han detem^/* ^ S 
cón de la sección 2 9 2 ¿ COnl O 
lumna CD hay que observé 
Menor del marco. EnZS .^C 
produce un momento en e |L 
y por lo tanto, positivo. El diaSl**»* 
d,en,e se ha dibujarlo en, a c^'^ 
en 'a que hay esfuerzos ck- cotí ^ 

d.agrama de momentos en | a >¡¿£**t 
dos partes, un triángulo que cSS?» 
torza horizontal, y una parábola^*' 
P^ndealacargaunifo,^,^ 

Cada uno oeestosdiagramasseconí^ 
rectángulo del paso 2, quecorresponfcT 

ga unitaria aplicada en O. Esteprocnfa! 

de superposición esconvenienfecoaiZJ 

porque los diagramas separados coi**»* 

las figuras de la tabla 3.1 de integrales*** 



0 , E É ÍS?uHÍ¿ ESOlüC,ÓN ° E UN MARC ° H'PHRtSTATICO POR EL MÉTODO 




1)(MP l0 4.1t {continuación) 

j) planteamiento riel mano isosuiu o. 

IttkN/n 

90 kN* 





(■ ni 




-4.'. ni 



1 



RrtoW Cálculo de las reacciones y l,i deflexión u.m-, 1 M>M.l¡ l .nr.- ,1,1 „,. 
<loi» cálculos se muestran al final). 



in o ivist.iiii i 



IHkN/m 




litación de la carga unitaria y cálculo de la deformación comapondle 
los se muestran al final). 
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ElEMPLO 4.11 (contimudón) 



Paso tl> Planteamiento de la ecuación de compatibilidad Rcom.. t h ( a 

fuerza correctiva. ^*>*i 

,\ ; , -9659.25/f P 
0 = "8 DD = " 182.25/f/ " +SI " ,n 

e) Reacciones finales y cálculo del diagrama de fuerza normal 



Paso 

menio fle.xionank*. 



únanle 



IfllíN/m 



00 kN— 



37 kN 












h 




N M j 










- 


121.5 



53fcN 



121.5 kN 



1 fift.5 


* ^Oifl 5 








W[((N mj ^ 


228,5 

\ 













v*[kN] 


+ 


I 




37 






3 



5J 



y.' 




1 1 ¡continuación) 
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■^CMCULO Oí DEfORMAC „,Ms r OR TRABAJO VIRTUAL FabÍT 



, j ilculo de reacciones del marco ¡sostático v su < .,rm„ j 

JSoio flexionan.e <Ml V ^'«pond.en.e dia^a rie 



•WkN 



!8kN/m 



M, = 405 ItN'm 



V'^= 13.5 kN 



V 0 = 121.5 kN 




2. Aplicación de la carga unitaria en U y cálculo del diagrama de momento flexio- 
nante iml. 



C 



1 M 





1 Cálculo de las deflexiones de la viea isostática con cargas externas y con la fuerza 
"■'aria correctiva. 



h m ^Mmh^jM^nt + -M 2 mi 



í*»)(-43)(4.5) + i(405)H.5)(6) + í(8l)(-4.s)l6)"— ^- 



Ejemplo 4.12 

£1 marco mostrada en este ejemplo tiene (res pra- 
dos de (ñdewmínacídn, ya que hay 6 incógni- 
tas de reacción y 3 ecuaciones de equilibrio, sin 
ninguna ecuación de condición. 

p.im obtener la estructura isosfálica mos- 
trada en el jwso d se han eliminado 3 incógni- 
tas de reacción, las 2 del apoyo A y la del apo- 
yo B. Toda la estructura quería empotrada en 
el apoyo C. 

En el paso b se muestran las deforma- 
ciones de la estructura isostáf ¡ca o incompa- 
tibilidades geométricas. En el apoyo A 
interesan la deformación horizontal A A¡ y la 
deformación vertical á A , ya que el apoyo 
articulado impide ambos desplazamientos. 
En el apoyo B sólo interesa la deformación 
vertical A 8j porque, aunque existe también 
deformación en la dirección horizontal, no 
constituye una incompatibilidad geométrica 
ya que el tipo de apoyo permite desplaza- 
mientos horizontales. Los cálculos de estas 
deformaciones, que se incluyen al final del 
ejemplo, se efectuaron por el método del Ira- 
bajo virtual, introduciendo cargas unitarias 
en el punto y en la dirección en que se de- 
seaba calcular la deformación, e integrando 



los diagramas de momento 

tes con el de la estructura • C0r "*&»4 

las cargas reales. Esta int 0 J!?^T¡J» 

En el paso c $e introduce,, ■ 
unitarias correctivas y se cal, ai tj* 
maciones correspondientes \¿* '*2 



dos en el paso anterior, pe ro JJ *■> 
deformaciones se integran con?; kul *t 



vez de integrarse con los de la 2^ 
De esta manera se han eafcula£?> 
deformac.ones 8. Obsérvese el Jl^ * 
los subíndices. Por ejemplo. 
6^, es la deformación en e | ^7** 
dirección y cuando se aplit?^ 
umtana en el punto * en la dirección ,^ 
En el paso d se plantean y so m^U 
las ecuaciones matriciales 4 4 y 4 5 r> 
manera se obtienen las 3 incógnita* * 
acción que se habían eliminado panto 
tear la estructura isostática. 

Ya conocidas estas 3 reaccione*, r* 
den determinarse las otras 3 reacciones 
el apoyo C con las ecuaciones de equlín 
eslálico, y después los diagramas de fuera 
normal, fuerza cortante y momento lia* 
nante como se muestra en el paso e. 



— ^1^^ DE LAS FUERZAS 

90JÚN 




135 fcN 



Manir 







0 




3m 




00 kN — 
















- 




m 








~0~rrT ~^ 


Jm* 


3m 





J 



UEMPlO 4.12 (continuación) 



Paso al Planteamiento del marco i&oslático 

90 kN 



1 ^ kN 



f|0 kN i 



Riso b) Cálculo de las deformaciones del marco isosiático (los cálculos se muestran al 
íinal del ejemplo). 



14985 



- 405 HO kN 



■Ai 



El 



*K)kN 



*4 



-405 

14985 

607.5 



135 kN 



607.5 
El 



t 2iS kN 

-» 135 kN-m 



Riso c) Aplicación de las cargas unitarias y cálculo de las deformaciones correspon- 
dientes (tos cálculos se muestran al final del ejemplo). 



162 



II 



'A.Ai 



II 



loa 



EJEMPLO 4.12 (continuación) 



*A,A t 



0 ) '">.*** 



Í24 



9. U 



HW 



-324 
£1 ' 



x 288 



11 



Paso <li Planteamiento del sistema matricial de compatibilidad geométrica y cátcul 
de las fuerzas correctivas. 



W+WM-o 



2 

El 



-405 




72 


-162 


108 


14985 


1 

+ — 
El 


-162 


729 


-324 


607.5 


108 


-324 


288 



= 0 




.037037 

.(km ir, 
-oo*>259 



.004 1 1 5 


-.009259 




405 




-41.04 


.003201 


002058 


J_ 


-14985 




-47.55 


.002058 


.009259 


El 


-607.5 




-40 21 



Ti) 



llfMPLO 4.12 (continuación) 
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Riso e> Reacciones (¡nales y cálculo do l.„ h, „„ in 

^omento flexionanle. "'aprimas do fuerza normal, cortan» v 



MU l\ 



41.04 



47.55 



41.04 



(V[kNl] 



' ! r » kN 



90 kN 



40.21 



— 48.% kN 
í 137.24 kN 

\_^75.45kN - m 











OI 


1 

















V 



IH 



.55 










94.69 


■ 












42.45 1 








- 1 








p 
i* 























140.2! 



EJEMPLO 4. 1 2 (continuación) 




I42.Í.S 



1 2í >.(, 



M 



51.96 







\* 


163.74 








^75.45 



I; Cálculo de las reacciones del marco isostático y su correspondiente rlian» 
momento lle*¡nn.intr> iM\ u «yarrw & 



momento flexionante IM). 

90 kN 135 kN 
1 



90 



Ai 



135 <¡W, 




W. 2- — 90 kN 
225 kN 

\Vl35kNm 



4051% 
540 |.\íj) 




115 1.»,! 



2- Aplicación de las car 
mentó ílexionante (m). 



Diagrama ( 3 



gas unitarias y cálculo de sus respectivos diagramas de mo- 



- — 1 

lo 











Oiiigrjnui ib) 






6,0 Í^mí 1 



(|EMPlO 4.12 {continuación) 



























— * - , 











-0 


Dtagrama i t: ) 


> 







9.0 \V 



0/ 

6.0 



Di.iKMiiia ( d ) 



<).0 (m^.,) 



6.0 



3.0 [m B .) 



.1.0 |m flí ) 



i Cálculo de las deflexiones correspondientes. 
J *. fdiaiíMmas la) y (b>|: 

MUgr^nia* lal y '( >|: 

>. • -...„) • • My»« * • ¿(-Mo)|(iX^)f^H'«X^'')- ! f !3 | 
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EJEMPIO 4.12 (mnlinuddónj 



A„ |(Jiagram,is (a) y <**)!•' 



Wlagrama (b) consigo mismol: 



72 



= 5m A „m^,5 = ^(-(».n)(-6.nX6.0) = - 



„ Idlagramas fb)y(c>|: 



^-%y"^.^^(9.0X-6.0X6.0)=- 



2 ir j j 
W« 'diagramas (bí y (d)|: 



108 
El 



-162 



Idiagrama <c> consigo mismol: 

V, = 3«*ffl*i s + "WyJ * = j(~9.0X-9.0X9.0) + (9.0X9.0)(6.0) = ^ 
5 Mv Idiagramas (c)y(d)|: 

^ " n %í'n -rJ 5«(-6.o)(9.o)(6.o) = -=Hl 

*. . _* 108 

a A.¡h a %H, = 



O», i 



f/ 

El 



insigo mismol; 



'tiyn, ' -m n /n m < i ni, 



-(-6.0)(-.6.0X(».0) + (-6.0X-b.0X6) = ~f 




PROBLEMAS 

4.1 Resolver la siguiente viga por el método de I 

ISO* 

qué 



¡páticas fundamentales mostradas. Comenta f " erzas u »"'™ndo rada un., d>- l, : 
nue . Trazar los diagramas de fuerza cortante v mil ,1™?}** , más conv eniente y por 



« fuerzas utiti; 
cuál resulta m 
V momento flexionante. 




4 íími / m 


2o ion 








* tOfl / r r ■ 



D 



4 m 



2¿ ni 2.5 m S m 
El = consume 



A 





\ IsosláiJca i 


3 


A 


B C 


D 










Isoslática 2 




A 


B C 


D 



\\\\\ 



C 



D 
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4.2 Keso/ver las vinas mmiradas |M>r el método de las fuerzas plantcinrlo h ■ 
fundamental que se < rea más conveniente. En iodos los * ,isos n , lJM ? 
lo* diagramas de fuerza cortante y momento flexionante. 




* m 






2 n> 2 tn 



Sm 



-h 



Hílon 



4m 



» (l MI - 



4 ni 



¿O tim 



H H* 



5m 



(c) 




in mn 




5 ton/ m 



r*xi 



H * 




*r — 



¿ m 



4 J Resolver las siguientes vigas con momentos de inercia variable. Trazar los diagramas 
de fuerza cortante y momento flexionante. 



>n m 



\\\\\ Ek> \V\\\ 2£Jo ^V\\ 

H 



4m •»'» 
(a) 




20 ton 




"... 



274 **ota tfo tfr estrm W4S tntkfcrminadás />or W mttor/o oV bt Avivad 



If) ion 



2 ion / m 



H — * — >H >H — H 

2 m -í m 4 m 



(O 



* 3 Ion / m 



ni 



íi wrfé Itneafmente de 4Fio en el empolramíenio 
i/quiif do -i Elo en el apoyo derecho 



30 *t W VÍ83S aSemamÍen,OS en ^POVOS. Supone, E 



O 




Pmhl-mm 27% 



6 



ifi = 0.8 tm 



k >k- 

4m ~ 



S m 
Ib) 




4m 



-H 




y\ — — 1 — ■ O. JO cm 
\\\\\ 



4m 



(c) 

43 Resolver las siguientes vigas sobre apoyos elásticos. Usar los valores de E y de I 
del problema anterior. 



5 ton / m 




k = 3 ton/cm 



i 



a (mi 



10 ion 




k* 2 ton/cm 



2 ni 2 m 




k - S lon/cm 



2,S m 



2.5 m 



, RcsohKtfin dr mmeturas indMtnnÍn*d*s por el méuxkt <lr ta fuew, 

4 b Resolver las siguientes armaduras por el método de las iVr/. ls . 
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1T1W> 




Aj m 2 cm* 

A¿ « 1.5 cm? 



H — T 



m 



4m 



» K < m > l 



(d) 



4.7 Resolver los siguientes marcos por el mélodo de las fuerzas, Lazando los diagramas 
de fuerza normal, fuerza cortanle y momento flexionante. 



4 ton 



Sm 



> ron / m 



-'[lo 



rio 



Elo 



4 m 



\\\\\ 



\\x\\ 



I* 



6m 
(a) 



1 




El» 



Elii 





(b) 



J/ll M ./,■ imIm/< mu tonmntéiU* ¡hu vi ntfuniit *h' /.n fui'"** 




5¡ ^T*^ 



CAPITUIO 



5 



^solución de estructuras 
indeterminadas por el 

método de las 
deformaciones 



Sj Introducción / 5,2 Planteamiento 
(forfil del método de Lis deformaciones 
/ >J Rigidez angular, factor de transporte 
y rtgider lineal / 5.4 Rigidez de un 
miembro de una armadura / 5.5 Método de 
ta deformac iones para vigas / 5,í> Método 
tff la» deformaciones para armaduras / 5,7 
Método de las deformac iones para marc os 



VI Introducción 



hoteupAi 



lulo se presenta el segundo de- los 
** métodos generales para la resolución de 
«rucíuras indeterminadas planteados en ta 
'*rafcjcnón tftf capítulo anterior A diferencia 
métorh de las fuer/as, en el método de /as 
«wrwriooes* o mftodo <fa hs rigideces, se 
f**fca una estructura en la que sí 1 satisfagan las 
f ^«TOdecompalib^ aun- 
w > se c umptan las condiciones de equili* 
(m* últimas se logran en una segunda rtapa 
** D **ienrtj fuerzas < orra livas que r>o alteren 
^/ /w «c *onr*% de < onhnuidad geonH tri( a. El 
™Wodc- Us cMr>rrrucíones se presenta en este 
J**>*n *u forma rnas general. En capítulos 
******* v |>rr>M*nf.in otros método* que 



rt *i ■ J«- f , |M ii f n<M |him la* di* 

% Hfttfcirtat. y 4 i4 fc fMU-oorw* v K""* 
Muí dl^fila/iirftiroliis i tt mif i a*"'* 

<>« ^i, , ¿pituln w dwnrfnlM 
I*»» <J**irMt*mjrntm 



^nlxisadoseoesla prewniat-^Kwwal.iJt-fn 
cuyn aplu ación resulta m t is expedita, los 
"W<MJosmatri<:iales^n V kMd<A|Wfa 1a solución 
con c omputadoras lamban están basados, en 
su mayoría, en el mékxlo ele las deformaciones. 
TOr uso resulta importante comprender los 
p(lí>CÍpÍOS generales en que se fúndanteme 

5.2 Planteamiento general del 
método de las deformaciones 

Los pasos a seguir son los siguientes. 

a) La estructura original híperestática setrans* 
f<>rmac^H)traciuesc^cirK^wti(anMHede- 
lerminada, o sea, en una estructura cuyos 
desplazamientos sean conocidos; la tor- 
nía ñus sencilla de hacerlo es plantear 
(|ue los nudos no giren y no tengan des- 
plazamientos lineales (véanse las seccio- 
nes 5.5, 5*6.1 y 57.1). Se obtienen las 
acciones en está estructura transformada 
que generalmente son momentos 
flexionantes en vigas fuerzas axiales en 
armaduras y momentos (lesionantes y 
fuer/as bori/eintales en maree*. La estruc - 
tura transformada tiene continuidad 
geométrica, piero no c umple las condi- 
ciones de equilibrio estático. 

b) Se plantean las ecuaciones de equilibrio 
estático en los nudos cíe la estructura y en 
la estructura en su conjunto, y si» determi* 
nan los desequilibrio que resulten. Estos 
desequilibrios son también momentos 
flexionantes o fuerzas, según el t¡|X) de 
estmetura. 

c) Se aplican deformaciones arbitrarias en 
los mirlos que están en desequilibrio y sp 
calculan las acciones que produe en estas 
deliHmae iones en la estructura* Las de- 
fomiae iones aplie adas si>n iota< iones, en 
el caso de vigas; rotaciones y des 
nlii/.imientos relativos ile tos exlf(*mosde 
las barras en el < aso de marcos; o alarga - 
n tientos \U> los miembros, en el caso de 
armaduras 

í/I S^ 1 calc ulan los valores c]im b rMicn lenw 
lasdefnmiae íihhs aplicadas en losiunttn 



Z79 



para LC*wy,\r tt»dos li* (lesequilibrii* «le 
terminados en ''I paso** 
H fe i alculfln los valores de la* ai i »>- 
ftts que rorres|»onden .1 las deforma 
■ iones determinadas en paso ■nle- 



OMf 



/ » Se. al< ufan las .1» < iones finales suman- 
do las dirimidas m los pasos .1) y e>. 

Una paiir impoitanie del método con- 
siste en < al< ular las at < iones prodm nías poi 
las deloima. iones impuestas a los nudos de 
las eslrui turas, a las que se .ilude en el paso 
1 I Cor lo lanío, anies de ilustrar la aplica- 
non del método a diversas estrut turas, se 
■JHiNn en las dos secciones siguientes como 
pue<len calcularse dichas acciones. En la 
sección 5. 1 se trata el caso de miembros que 
iul>a|an fundamentalmente a flexión, osea, 
vigas y columnas, y en la sección 5.4, el caso 
de miembros ijue trabajan fundamentalmente 
a < arga axial, o sea. miembros de armaduras. 



5.3 Rigidez angular, factor de 
transporte y rigidez lineal 

Suixíngase que se tiene una viga de claro /, con 
un extremo libremente apeado y el extremo 
opuLtttcmpitfrddo, eonHwmuestra en la figura 
5.1*. A isi.. viga „. | ( . im|Jonp un _, (olildon 

en el extremo A, manteniendo empotrado el 
extremo fí, ck- tal manera que se deforma « omo 
*■ muestra „,„ J.rw ., puntea.!., |., fmufa 5 My 
" *«1*Mdu la convención de signos de 

V " V' '"omento oue es ne, , S<1 

ZS? **^ Ap ™ l ** , * m la 
A 11 '"' V **' m "' m ' ,,fo <«»"• oVbe 

1 * M " I™"*" por la rot. H Un 0 ,.„ 



V M, 



cirin 1 
a viga 



I os momentos M 
terminarse a partir t\A" ií\¿u¡¡j** 
conjugada estudiado en '* - 
la figura 5. Ir/ se muestr, 
tle la viga de la bgui, 

diagramas de M/11 I I extremo'^ €0n h, 
va como libremente apoyado y r | í* Ctw *' 
se transforma en un apoyo libre 1 ' * lrefn "8 
en el extremo^ dé la viga conffi» 
ser igual a a rotación »„„ de la vto^ 
momento ■ M produce .-I oWi «w H 
memos flexlonanfes mostrado ton 
positivo, y el momento M produofj 
diagrama de momentos «lesionantes mof ! 
do con signo negativo; obsérvese que >!" 
que el momento es positivo, V-C, 
momentos liexionantes negalivos en la vw, 
Fn la viga confugada de la figura 5 \du 
reacción ©„„ es cono» ida y las inoW 
por determinar son los momentos M y u 

Rara determinar estos momento*, * 
plantean las ecuaciones de equilibrio dé U 
viga de la figura 5.1o". como se muesifjw 
la misma figura. Tomando suma de momen- 
tos respecto al punto A igual a cero, seob 
tiene la ecuación 2 de la figura 5.1, la cual 
señala que el momento en el extremo em- 
potrado es la mitad del momento necesar» 
para producir la rotación en el extremo li- 
bre. Tomando ahora la suma de momento» 
respecto al punto It se obtiene la ecUKW 1 
3; sustituyendo en esta ecuación el valor* 
M HA obtenido en la ecuación 2. y nVspe|J" 
Huí 5e " e 8 fl ' J ecuación A, la cual i" 
dica el valor del momento que hay que *p" m j 
car en el extremo A de la viga de M H* 1 
5.1a para que sufra una rotación «V I 
Es útil analizar el r aso de que « J 
clón impuesta al extremo de una vifja ,rfl ^ 

un valor unitario, fn este caso 0« ■ 

.TvJl'" 



momento en el extremo A tiene r 

a// 



<s.'> 



el valor «H moux<nlo que es J^tjt* 
en .'1 exlrenx» libremente aiwiyadn * 



- 





M 



/M 



fí 



o £m a =o: 
1 



2 » 'H>!'=° <m 



(Ec.2) 



** 2 El 3 2 El 3 v ' 

^•luyendo M M . obtenido de la ecuación 2, en la ecuación * y despejando M 



ir 



(Ec.4) 



M 4# • ~ 



fnn un m*Hrmi Uh'W™' ,,|>UT 



para qin experimento una rotación unitaria, 
cuando el extremo opuesto se encuentra 
empotrado. Obsérvese que el momento re- 
sulla directamente proporcional al módulo 
de elasticidad y al momento de inercia, e 
inversamente proporcional al claro de la 
viga. Intuitivamente puede deducirse que 
mientras mayor sea el módulo de elastici- 
dad o la inercia de la sección, mayor tendría 
que ser el momento necesario para produ- 
cir la rotación del extremo de la viga, y que 
mientras mayor sea el claro, menor tendría 
que ser dicho momento porque la viga sería más 
ílexible. Nótese también que en toda esta 
deducción se ha supuesto que el valor de El 
es constante. Cuando no lo es, la rigidez 
angular puede calcularse aplicando un 
momento cualquiera en el extremo libre de 
la viga y determinando la rotación que 
produce este momento. El cociente del mo- 
mento entre la rotación es el valor de la rigi- 
dez angular. El método de Newmark para 
calcular deformaciones, estudiado en el ca- 
pítulo 3, es muy útil para estos casos, ya que 
permite tomar en cuenta de manera expedi- 
ta la variación de El a lo largo de la viga. 

El concepto de rigidez angular es de 
fundamental importancia en Análisis Estruc- 
tural y se utiliza con mucha frecuencia en 
los métodos más usuales para la resolución de 
estructuras indeterminadas. El término /// 
suele representarse con la letra K y se deno- 
mma factor * ñg.dez. Usando esta notación 
'a ecuacrónS.I puede escribirse 
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Supóngase ahora q ue la v ¡ 9 . 
bos extremos libremente aoovJV'** ** 
muestra en la figura 5.¿a. En es¿t' C0B, °* 
impone una rotación e„„ en e| 
mediante la aplicación de un miun 
en el otro extremo aparece^ 0 % 
e RA , como se muestra en la fi gura 5 
no podrá desarrollarse ningún momenm' ** 
sucedió cuando el extremo ñ estaba 
do. En forma similar a la del c*¿¡£ 
puede deterrmnarse, usando el rnétoAnL? 
viga conjugada, cuál es el valor del mon¿¿ 
M AB necesario para producir la rotación » 
y cuál es el valor de la rotación que * 
desarrolla en el extremo opuesto. Esta d» 
minación se plantea en la figura 5.2. Uwa 
conjugada, figura 5.2c/, tiene ahora los dos* 
tremos libremente apoyados y su cargan 
únicamente el diagrama de momentos 
flexionantes producidos por M Ae dividido», 
tre El. El parámetro conocido es la rotación 
Q AB y las incógnitas son M M y e w - 

Según se deduce en la figura 5.1 d 
momento que es necesario aplicar en el ex- 
tremo A para producir la rotación 8,, es: 



M M = 



oa. 



M Si la rotación es unitaria, el mome* 

AH = AfK <5.2) que se requiere aplicar, o sea, la rigioV' * 

Bular, es: 
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^'■luyendo este valor en la ecuación 1 y despejando 8 B ,: 



(Ec.4) 



figura 5.2. D.-.-rmino. ión dé I* rigidez «guiar para una viga 
con lo* di» enlfcmo* lihrwMnM Ü*V«Mi 



dedui f »n 



Se puede ver que l.i rigidez anHuLu de 
un.) vi«a t an mis do* «Iremos libremente 
apoyados H menor que la de una viK-» < on 
un extremo libremente apoyado y el extre- 
nm opuesto empotrado. I sio resulla l<>K l( °- 
porque el exlremo empotrado restringe líi 

rotación del extremo libra, v ) Mlf <* in '°' 

hay que aplicar un momento mayor en este 
ultimo para producir la rotación unitaria. 
Comparando las ecuaciones 5.1 y 5-5 se 
dcduCC que la rigidez angular de la viga de 
la figura 5.2 es igual a las 1/4 partes de la 
rigidez angular fie la viga de la figura 5. 1 ■ 

También vale la pena observar, en la 
deducción que se presenta en la figura 5.2, 
que la rotación en el extremo opuesto es 1/2 
de la rotación impuesta en el exlremo A, 
según indita la ecuación A de dicha figura. 

El concepto de ri#idc/ /mea/ es similar 
al de rigidez angular, pero se trata ahora de* 
determinar los momentos que se desarrollan 
en los exiremos de una viga doblemente 
empotrada, figura 5,3a, cuando dichos ex* 
iremos sufren un desplazamiento relativo. A, 
como se muestra en la figura 5.36. Este des- 
plazamiento produce momentos en los ex- 
tremos M AB v M KA mientras que no es posible 
que haya rotaciones o por impedirlas los 
empotramientos, figura 5.3c. La viga COnjll- 
E^te caso se muestra en l,i figura 
a viga en el espacio, es dec ir, sin 
apoyos, «uva carga son los diagramas dr 
momentos flexionanles producidos por los 
momentos en los exiremos Af y M HAf divi- 
didos entre £/. En esta viga las incógnitas son 
los momentos M y M„ A . y los datos cono- 
cidos son las rotaciones en los extremos, que 
son nulas, y la deflexión del punto «, que es 
»gna a 4. A partir de la primera < ondición 
w nhtirru. la e< nación 1 r ya qilfl |« r*fl< 



tan 



í iones de la viga t onjugada, o u 
pueden ser nulas sil 
nimios íN'Xion.jnlr 



- w«y Ü^rSÓlo 

os diagramas de mo 



w*n iguales. De esta 
»'ndu .ór, se ,!,,)„, ,. (|U( . los , los momentos 

™> Wules. lo cual era „h- 
'•iM>Kunrl.i ( .onrlii ion pn 

»> quv indica que 



vio por 



mito plantear un.i vrua 
*l momento llexionanif 



.1, 



IX* aquí se ueutn en las « u.u Kjnft ? 
Úhtona permite obtener el valor del nvJ! 1 f 
empotramiento que se dt^ (iffu j| WTft > 
extremo de la viga f uando e | * ft f j 
lineal relativo entre ambos es igual * a** 



of/A 



La rigidez lineal es el 



valor <|f. 



lo M rf- cuando el desplazamiento rdatiyi 
es igual a 1 : 



hU 



o, usando la notación K = l/t 



1,1 K 



(5 



Hay que aclarar que ambos momento* de 
empotramiento son negativos. En general, si li 
cuerda que une los dos exiremos de un miem- 
bro gira en sentido horario, los momentos* 
empotramiento resultan negativos, ysi 0nq 
sentido antihorario, resultan positivos, Puro* 
verse que en la figura 5.3, la cuerda que 
los extremos A y B gira en sentido horario. 

También interesa el caso de una viga to^ 
un apoyo empotrado y el otro librenwr* 
apoyado, figura 5.4. En esta figura se oVh , '«H 
na la rigidez lineal correspondiente, uviixíj 
también el método de la viga conjugad.» l°j 
datos conocidos son la rotación en el ■t w ™| 
A, que es nula, y la deflexión en el j 1 k " ,, !j 
que vale A. Las incógnitas son el nKW *¡" j| 



el exlremo empotrado M AB V la ,0 ' J ', k 
extremo libremente apoyado 0 rt , L ?? n¡3 
de la figura 1.4 señalan que la rig*»' 
llene el valor 
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te* que 6 W =9^=0, 

m ab=M sa (Ec.l) 
Para que la deflexión en B sea igual a ¿ 
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P3ra que 9 A = 0, 



F^ra que la deflexión en B sea igual a A: 



-3" (Ec 2) 



Si a-I; 



(5.111 



puede verse que la rigidez lineal de una 
c on am'ws extremos em|>otrados es el 
doble oe la de una viga con un extremo em- 
potrado y el otro libremente apoyado. Al igual 
Juren el caso de la rigidez angular, el método 
¿e Newrnark resulta conveniente cuando el 
Miar de í/ es variable a lo largo del miembro 
(Véase la sección 7.4 y el ejemplo 7.5). 



í.4 Rigidez de un miembro 
de una armadura 

En la aplicación del método de las deforma- 
ciones a la resolución de armaduras, intere- 
sa poder determinar cuáles son las fuerzas 
que se desarrollan en sus miembros cuando 
un nudo de la armadura sufre un desplaza- 
miento. Se recordará que los miembros de 
una armadura trabajan bajo cargas axiales 
únicamente. Por lo tanto, las acciones pro- 
ducidas por los desplazamientos de un nudo 
serán tuerzas axiales. 

En la figura 5.5 se presenta la determi- 
nación de las fuerzas axiales mencionadas. 
Supóngase que la recia a-b représenla un 
"^embro de una armadura de longitud í y 
1«e el punto b sufre un desplazamiento 
^'zontal unitario, figura 5.5a, y un despla- 
zamiento vertical unitario, figura 5.56, man- 
*nwndose fijo el punto a. Con referencia a 
u "gura 5.5a, o sea, al caso de desplaza- 
do horizontal, el alargamiento del 

i¡Z, bf °' Af ' resul,a scr 'S" 3 ' a sen com ° 
^^diice del análisis del triángulo superior 

" etho - A "«ra bien, el valor de sen a puede 

^onirat» cn función de las coordenadas 

Puntos a y b en el triángulo de la iz- 

uJÜ*' dación 2. Haciendo las suslitu- 

»W í¡¡í ada$ en ,a ( 'R ura sc obtienen el 
m , m,en '" &t y la fuerza axial en la ba- 
*cudciones 3 y 5. Teniendo la fuerza 
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axial, pueden determinarse sus componen- 
tes horizontal y vertical, con Jas cuales es 
más fácil operar. Estas componentes se han 
denominado con un doble índice: el prime- 
ro indica la dirección de la fuerza, y el se- 
Rundo, la dirección del desplazamiento. Así, 
f„es la componente de la fuerza en la di- 
rección x debida a un desplazamiento del 
punto b también en la dirección x; f , es la 
componente en la dirección y debida a un 
desplazamiento del punto b en la dirección 
*. Las ecuaciones 6 y 7 de la figura 5.5 ex- 
presan los valores de estas componentes de 
la fuerza axial en la barra a-b: 



Y* 



(5J2) 



(5.13) 



En la misma forma pueden encontrarse 
las componentes f^y F^pan el caso de que 
el punto b tenga un desplazamiento vertical 
unitario, como el que se indica en la figura 
5.5b. Esta obtención se presenta en la 
columna derecha de la figura 5.5 y las 
ecuaciones correspondientes son las 
siguientes: 



AE(xt,-x*){Yi>-ys) 



(5.14) 



(5.15» 



El caso que se ha analizado es el de una 
barra aislada, uno de cuyos extremos está 
fijo, extremo a, y el otro tiene un desplaza- 
miento, extremo b. El caso más común en 
armaduras es aquel en que concurren varios 
miembros a un nudo. Esta situación puede 
analizarse suponiendo que existe un nudo 
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punto b 

M = Isena (Ec. l) 
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Sustiluyendo la ecuación 2 en la ecuación Suslüuyendo la ecuación 9 en la ecwc 
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f = ^f^ ( Ec>II ) 



Susiiluyendo la ecuación í en la ecuación Si 



isliluyendo la ecuación 1 1) en la ecuacw 
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fldur. |A FuffYM M un miwnbro tic irmadur* cuando ÚO *Xtr*M> 
M»n.« »lcspU/.mticnto% unlfarli» 



¿ocurren varias barras, cada una de 
¿t jíene fijo el extremo opuesto, y que 
* C ¡¡Í t0 f»kíerado liene un desplazamiento 
fí °rffliílV un desplazamiento vertical. Si se 
'íLnina con la letra / al nudo que se 
y con /I, '2, .... in a los extremos 
decada barra, figura 5.6. las fuerzas 



Atetado *? /a> detwmúi**ms\ 



ÓflP 



hxli v 



con /l, '2, .... m a los extremos 
cada barra, figura 5.6. las fuerzas 
n el nudo / pueden determinarse 
.as ecuaciones 5.12 a 5.15 a cada 
el subíndice b se cambia por el 
«hfo¿te j y el subíndice a por los subíndices 
, g Ai. El resultado es el siguiente: 



apando 



*-lfir) (rrv.í 

ÍU2-A ' 
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Las ecuaciones 5.16 permiten determi- 
nar las fuerzas tolales en el nudo /. En cada 

uno de los nudos opuestos fl , ¡2 m habrá 

una fuerza igual, pero de sentido contrario, al 
término de la sumatoria que corresponde al 
nudo en cuestión. Así, en el nudo Í1 se 
desarrollarán fuerzas con el siguiente valor: 



1 ( 



15.17) 



!(#) («i-»*, -y.) 

(5,16) 

Obsérvese que la sumatoria se lleva a 
ut» a través de todas las barras y que el 

***ndfce del término ae//* se refiere a la 
^ que se esté considerando como suman- 
sumatoria. 



Las ecuaciones deducidas en esta sec- 
ción y en la anterior permiten determinar las 
fuerzas que se desarrollan en miembros que 
trabajan a carga axial o a flexión, respecti- 
vamente, cuando sus extremos sufren de* 
formaciones* Se había indicado que estas 
expresiones eran necesarias para poder llevar 
a cabo el paso c del planteamiento general 
del método de las deformaciones (sección 
5.2). Habiéndolas obtenido, se ilustrará en 
las siguientes secciones la aplicación de este 
método* 




**** Barrai que concurren * un nudo/ 
r <>n drvplfl/ amiento 



5.5 Método de las deformaciones 
para vigas 

Como se verá en los ejemplos siguien- 
tes al aplicar el paso a descrito en el plantea- 
miento general de la sección 5.2 será 
necesario restringir el piro en todos los apo- 
yos de una viga en los que pueda existir 
momento ílexionante. También se verá que 
núrú hacer los cálculos a los que se alude 
en el paso d se requerirá plantear un sistema 



J9tí *.'••>'(« t<-< '!<* i-'liut fu/.n 



¡ndoUnt,lnjd*< pat vi método de Us deforma* ton*-* 



dB ecuaciones simultáneas cuya número es 
íru.iI al de apoyo*, en los que se haya 
restringido el giro. 

I'or h . j t J . . posible giro 'I""-' pueda 
presentarse en los apoyos de unu viga, se dice 
<l*if ésta tiene un grado de libertad o giado de 
intvrdvterminación cinemática. Así, la viRd del 
ejemplo 5.1 incluido más adelante tiene cinco 
grados de libertad, uno por cada apoyo. 
Obsérvese que en cada apoyo interior hay un 
solo giro, pues es igual a aml>os lados del 
apoyo. Sin embargo, cuando se resuelva esta 
viga, se planteará un sistema de sólo tres 
ecuaciones simultáneas, ya que aunque haya 
giros en los apoyos A y £, no será necesario 
calcularlos porque se sabe de antemano que 
el momento flexionante es nulo en dichos 
apoyos. La viga del ejemplo 5.2 tiene sólo dos 
grados de libertad, ya que no hay giros en 
los apoyos A y ü. Al resolver este problema se 
plantcrá un sistema de dos ecuaciones 
simultáneas. 

5:5.1 Vigas de varios claros sobre apoyos 
rígidos 

Ejemplo 5.1 Se resuelve la misma viga conti- 
nua resuelta en el ejemplo 4.2 por el 
método de las fuerzas, siguiendo los pasos es- 
tablecidos en la sección 5.2 de este capítulo. 

En primer término, paso a, se plantea 
una viga en que se satisfacen las condicio- 
nes de compatibilidad geométrica, pero no 
as condiciones de equilibrio. Esto puede 
lograrse empotrando todos los apoyos de la 
viga, de lal manera que cada tramo interior 
se < onvrerte en una v.ga doblemente empo- 
trada, y los claros extremos se transforman 
• " viga* con un extremo empotrado y el otro 
libremente apoyado. Los momentos de 
empotramiento perfecto para estos dos ca- 
sos son tonoddos par? ,li s , in , 0! , IipüS fle 
carga. Para cargas uniformemente distribuí- 
dav como las ,1,. t >M e ejemplo, valen wl *fr 2 
v **7fl, respectivamente. Eslos momentos 
{f han denominado M en el ejemplo. 



Los momentos d 



e em *»>"arn, ( 



perfecto pueden obtenerse para "" Pn ' 6 
condición de carga por el métoct" 3 ^ 0 * 
fuerzas estudiado en el capitulo ° * ^ 
En la tabla 5.1 incluida al finail*** 
capítulo se presentan sus valores rJ 
condiciones de carga más usua| e ,7 
parte izquierda de la tabla los y.i" 1 * 
corresponden a vigas con un e*,,, 
empotrado y el otro libremente ap 0v * 
mientras que en la parte derecha, a v m T 
ambos extremos empotrados. 

En el paso 6 se determinan los mom» i 
tos de desequilibrio como las diferenr 
entre los momentos de empotramiento 
fecto a ambos lados de cada apoyo. Así h 
momento de -0.8 en el apoyo B es la dífJ 
rancia del momento de +20.0 en el claro ftJ 
y el momento de -20.8 en el claro 8C Est«| 
momentos de desequilibio indican que, aunJ 
que en la viga planteada en el paso a hay] 
compatibilidad de deformaciones, no sm 
cumplen las condiciones de equilibrio. 

Para restaurar el equilibrio de la v>g*J 
se han impuesto en el paso c rotaciones un<-l 
tarias en cada apoyo, excepto en los apoyoJ 
extremos que son libres. Estas rotaciones « 
aplican en cada apoyo manteniendo empo-1 
'Nidos los demás. Por lo tanto, produce^ 
momentos en los dos claros ariyaa-fties jII 
apoyo únicamente. El valor de los rnorneflj 
tos inducidos se puede calcular a partir defl 
concepto de rigidez angular. Asi. la rotactfj 
unitaria en el apoyo B produce un momee»** 
m ba n u e. de acuerdo a lo obtenido en la <jl 
gura 5.2 y a la ecuación 5.5. vale í£//'« H 
que el claro AB tiene libre el extremo W^jl 
i<> aquel en que se impone la rotación. ¡ fU 
misma rotación, de acuerdo a la l ^ ufJ JJ 1 
y a las ecuaciones 5. 1 y 5 3, produce un «flj 
mentó de 4f/// st en el apoyo B del cía 

SC, y un momento de 2íl/( B c en el ***** 
del claro CB. Este último momento e> 
mitad del producido por la rotacio" ^ 
apoyo ff. 



para restaurar el equilibrio de la viga 



nn clt*l>cn *er unitarias, sino deben 
valores Mies que el momento de dos 



¡«lilibrio en oída apoyo sea nulo. Estos 
llore* P» w ' en determinarse planteando el 
«tienta de ecuaciones mostrado en el paso 
j el cual indica que si las rotaciones im- 
Jhksus en los apoyos tienen valores e tí , 9, y 
0 los momentos de desequilibrio resultan 
icu ales a cero* F*or ejemplo, la primera ecua- 
( irto indica que el momento de desequilibrio 
en el apoyo B, más los momentos M HA y M fii 
cantados por una rotación 0 fíí más el mo- 
mento M w - causado por una rotación e c es 
r^ujl a cero; obsérvese en la figura del paso 
c que la rotación 9 t> no produce momento 
en el apoyo 0. En el sistema de ecuaciones 
del paso d se han sustituido los valores de 
las longitudes t del paso c. Resolviendo este 
sistema de ecuaciones se obtienen entonces 
los valores de las rotaciones que es necesario 
introducir El sistema de ecuaciones puede 
resolverse en función del término íl, o bien, 
en forma más sencilla, haciendo í/ = I o in- 
troduciendo, una vez resuelto el sistema, el 
termino El como denominador de los valores 
tenidos para cada valor de 8. Los valores 
negativos que resultaron para 0 fí y 8 f> en el 
ejemplo indican que las rotaciones deben 
tener sentido contrario al mostrado en el 
P*o c. Si el término U variase en cada cla- 
f o, debe introducirse el valor correspondien- 

* w el sistema de ecuaciones* 

En el método de las deformaciones no 
^obtienen directamente los momentos 
(üm ° el método de las fuerzas. Hasta 
***** <* han obtenido deformación» y es 
J^ario calcular los momentos a partir de 
J formaciones. Esto puede hacerse cal- 

* *ndo primero los momentos correctivos. 
f j * »■ los cauiados por tas rotaciones de los 
m Mué se han denominado con la letra 

*' «tapia Para hacer este cálculo, 
4 ^'Kiplir ar Im momentos Indicad» en 



la figura del paso c por los valora ya obte- 
nido* de las rotaciones B> Por ejemplo el mo* 
mentó m^ a ta derecha del apoyo Ü. sera 
igual al momento Ui/f^ multiplicado por 
Gfl correspondiente a la primera finura del 
p-isoc, más el momento 2£ll* K multiplic a- 
do por t) 4 , correspondiente ■ la segunda fi- 
gura de dicho paso. De esta manera se han 
obtenido todos los mon>enlos del paso e. 

Finalmente, en el paso f se han calcu- 
lado los momentos totales, sumando los mo- 
mentos correctivos determinados en el paso 
anterior a los momentos de empotramiento 
perfecto determinados en el paso a. 

La determinación de los momentos 
correctivos a partir de las rotaciones, paso 
e, puede sistematizarse como se muestra en 
la figura 5.7- £1 momento correctivo en el 
apoyo interior de un claro extremo, cuando 
el apoyo exterior es libre, figura 5,7a. se 
puede calcular con la ecuación 



3f/ 



(5.181 



ya que es el caso de la ecuación 5,4. 

Si el apoyo exterior está empotrado, 
como en la figura 57b. la ecuación para 
calcular el momento correctivo es la ecuación 
5.1 y por lo tanto 



4f/ 



(5.19) 



El momento en un claro interior, cuan- 
do los dos extremos sufren rotaciones, como 
en la figura 57c, puede obtenerse con las 
ecuaciones S.l y 5.3; por lo tanto 
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Figura 5.7. Momenios correciivos para distinias condiciones de 



apoyo y posición de los claros 



EJEMPLO 5.1. RESOLUCIÓN DE UNA VIGA CONTINUA 
POR EL MÉTODO DE LAS DEFORMACIONES 



DATOS: 




4 m 



» m 



_6m 4 m 



A*o é) PlanfeamiPnro de una viga con continuidad geométrica: 



Método de Ui tfototm. 



(((M PlO 5.1 /continuación) 
^0 b) Cálculo de los momenios de desequilibrio: 



- 0.8 



- 92 



10.0 



¡ición de rotaciones unitarias: 




v 

3£/ 4£í 2f/ 



f AB ÍSC" ( BC 
6r» 1 



2EI AEI / 



'8(* <8C 



AEI 2EI 



*CD f CD 




:ulo de las rotaciones reales: 



m.o- £ ,(í]e,*//(í-¿)e„=o 

KÍo ti rio i*< u.m punes; 



\.7h2 l\M2'l 



II 



II 



EJEMPLO 5.1 Uantimiación) 



Paso.-) Cálculo de los momentos producidos por las rotaciones (momentos - 

^ = ^e fl =-^- 2 =-..32.on.m 
(m 4 

4£/„ 2£/„ 4x1.762 2x8.829 
m K * = — B H + — 6 ( = + = 2.12 ion m 



2El a 4El a -2x1.762 4x8.829 , 
"\o = - — 6 fl +— 8 C = - + - =6.36 too-m 



m - 4£, ft-. 2í/ « 4x8.829 2x9.136 „ 0í 

"Vo = 7— *c +7— «o = r : = 2.84 ion m 

'CD 'CO 6 6 



„, - W a, 4El a 2x8.829 4x9.136 

níoc e c+ — 6„= — = -3.I5ton-m 

<co 'co 6 6 



_ _3£/ fl 3x9.136 

~ <Ür ~ 4 = ~ 6 - 85 ,on ni 



Paso ft Cálculo de momentos finales. 
^=20.00-1.32=18.68 ton m 

M K = -20.80 + 2. 1 2 = -1 8.68 lon-m 
M CB - +20.80+ 6.36 = 27.1 6 Ion • m 
M tn = -30.00+2.84= -27.16 ron-m 
Mix «+30.00- 3.15- 26.65 lon-m 
W w - -20.00-6.85- -26.85 lon-m 



Mél,Hln d,. íj, dflofnw,vn-> pé't wg.ii J9S 




Ejemplo 5.2 Se rrsu.-lvc olra viga continua 
.(in l.i diferencia, respecto al ejemplo 
anterior, de que los .i|x»yos exiremos están 
empotrados y de que el tactor íl en el claro 
(entr.il n el doble que en los claros exire- 
mos. 

En el paso .i se muestra la viga con los 
apoyos interiores empotrados y con los mo- 
mentos de empotramiento perfecto calcula- 
dos para cada ciara de la viga. Como las 
< .iijj.is son tont entradas, estos momentos se 
c al< ul.iron < un l.i ecuación 



En el paso b se presentan los momen- 
tos de desequilibrio, que son las diferencias 
de los momentos de empotramiento perfec- 
to a cada lado de los apoyos. Obsérvese que 
en los empotramientos de los extremos no 
hay momentos de desequilibrio. 

En el paso c se quitan los empo- 
tramientos de los apoyos interiores y se 
imponen las deformaciones unitarias. Los 
empotramientos de los extremos no sufren 
ninguna rotación por ser empotramientos per- 
fectos. Los momentos producidos por las 
rotaciones se calcularon con las ecuaciones 
5.1 y 5.3. Obsérvese que en los empotra- 



tnftKln </»■ ih'fntm.n ¡mu-- 

mientos de los extremos ap., r(lí 

tos que se determinan con | d 0 , " fN) "s 

Nótese también que al ap|| Cdr 

5.1 se usaron los valores de 

dientes a cada claro. 0rre *fc» 

En el paso d se plantean las 
de equilibrio en los nudos 8 y r 
observa una de las principal^ veni?"' 1 
método de las deformaciones: tomo 7 * 
dos incógnitas, las rotaciones 6 ytj}* 
tema resultante es de dos ecuacionéi 
que el grado de indeterminación estii ** 
la viga es mucho mayor. Aunque no On*. 
se presenta esta situación, es frecuenté 
con este método el número de intógniu^ 
menor que con el método de las fue/,* , 
cambio de esta ventaja, es necesario el «y, 
adicional que consiste en calcular | Wm<J .' 
mentos a partir de las rotaciones. P««o« 
debe analizar en cada caso qué método* 
sulla más conveniente. 

Los momentos correctivos m « h* 
calculado en el paso e con las ecuaiione 
5.19 y 5.20 tvéase lambién la figura 5.7) 
También pueden obtenerse multiplicándola 
momentos indicados en el paso c po* te 
valores de las rotaciones B g y 6 t . 

Los momentos finales se calculan ene 1 
paso í sumando los momentos de empo- 
tramiento perfecto calculados en el paso' 
con los correctivos. 



ÍmPO¡ R 0 AOOS RES ° LUC,ÓN DE UNA VICA CONT.NUA CON LOS EXTREMOS 



("JATOS; 



20 Ion 



n 



a, 



* ni 



15 Km 15 (un 


12 Ion 


0 


í i 






2ll 0 


-¿J 




m 2 m | 
— -r f — 


m 2 m 4 m 
— *r 


-1 


Bm 




b m 


- 



5.2 (continuación) 




p^jj Planieamienlo ele una vi«a ton ronnmndad U eom¿trr f a: 



15 ton ■ ■ - ■. »¿ i™ 



M -12.50 *I2.50-28.12 +-ÍB.I2 - lf>. W 



20x2.50 
5' 



3 



= -12.50 lon m 



20 x 2.50 '■ 



= +12.50 Ion- 



m 




15Í3x5 2 + 5x3 ; 



wr = — 



8 J 



= -28.12ionm 



15|3x5** + 5x3 3 



Mes = 



co = - 




8- 



12x2x4' 



= 28.12Ionm 



= -10.67 lon m 



+ I2x4x^ = +5i33lon . rn 



<lo de los momentos de desequilibrio: 



J EJEMPLO 5.2 (continuación) 



Paso c> Imposición do rotaciones unitarias; 

0*= I 




Riso d> Cálculo de las rotaciones reales. 



Resolviendo el sistema de ecuaciones: 
„ _ 12.639 -14.259 



í/.. 



Paso e> Cálculo de los momentos corret iiv< 



m -í^i-ft 2x12.639 , 

i_e s - = 5.056 Ion m 

1 



MI 



' 4x12.639 



10.1 II ion m 



to^&d^.i»!*!* .8x12^39 4x14.259 



3.510 Ion 'ti 



« -7.940 iutt-m 



"««te de U. 



5.2 (continuación) 



4tl„ 0 -4x14. > r »9 



meo - 



E. -2x14.259 
mor * , °t 7 = -4.753 (on tn 



ftwrtCilrulo de momentos iin.iles. 




M AB = -12.50+ 5.056= -7.44-1 
M M = +12.50+10.1 11= +22.61 1 

' ec *-28.12+5.510 = -22.610 

= +28.12-7.940 = +20.180 

Mro = -1 0.67 - 9.506 = -20. 1 76 



= +5.33-4.753 = +0.577 



>as de cortante y momento ílexionante. 



20 Ion I5ICM1 15 ion 



12 )CM> 



7 444 Ion in 

c 



0.57? Ion m 



I r~ 

ft.17 ion 28. It K>n 



t 

25.97 ton 0.73 ton 



tOO A**»** dt mmm thd******* par el mémdo de U* detnmaaonoi 



EJEMPLO 5.2 (continuación) 




13.03 



14.70 



23.31 



23.91 




7.44 



0.57 



22.59 



20.19 



Mitón, m) 



5.5.2 Vigas con asentamientos 
fn los Apoyos 

fl método de las deformaciones permile 
calcular k» momentos que se desarrollan en 
vigas < uyos a[K)yos tienen asentamientos di- 
ferenciales, hat iendo uso del concepto dé ri- 
gidez lineal planteado en la sección 5.3. En el 
siguiente ejemplo se ilustra esta aplicación. 



Ejemplo 5.3 Se (rala de una viga de tres el 
ros en la que uno de los apoyos, el apoy° 
sufre un asenlamiento de 3 cm. El valor 
U es conslanle. 

En el paso a se plantea la viga con 
nuidad geomélrica empotrando los ¿í 
y C. No es necesario empotrar el 
extremo A porque en él no se desarrolla mil 
momento, y el otro apoyo extremo, el 0, 



RNtMO %fr Ai* flrwnucws pjrg vi#jt JOI 




|vé»n* también las figuras 5.3 y 5.4). El cada apoyo es igual a cero. Resolviendo el 

momento M„ K >*' calcula ion la ecuación sistema de dos ecuaciones simultáneas se 

5 ti) porque el extremo opuesto está libre- obtienen los valores de las rotaciones 6- v 

mrnte Apoyado, mientras que los momen- B ( que deben introducirse para restaurar el 

tos Mfc-Y M t s «* calculan con la ecuación equilibrio. Nótese que ahora las rotaciones 

5.7 porquetas extremos opuestos están em- quedan en radianes y ya no están en fun- 

potrados. Obsérvese que, por efecto del ción de £7. 

jsentamiento del apoyo 6, el tramo \H ex- En el paso e se han calculado los mo- 

; vrinienia una rotación en sentido horario, mentos correctivos multiplicando los mo- 

ptw lo que el momento Jvf M es negativo; mentos indicados en el paso c por los valores 

mientras que el claro fíC tiene una rotación de las rotaciones 8 B y 6, . 

pn sentido antihorario por lo que los momen- Por ultimo, en el paso r'se han calculado 

PS \t K y i\í (8 son positivos, de acuerdo a '°s momentos finales sumando los momen- 

ta convención de signos establecida en la tos de empotramiento perfecto calculados en 

sección BJ para el cálculo de rigideces li- e ' P t,s o a con los momentos correctivos 

-vales, calculados en el paso e . Es importante obser- 

En el paso 6 se calculan los momentos v * r °."e ahora los momentos quedan en 

(^desequilibrio. Obsérvese que los momen- función del parámetro £7. Para tener los 

h* a ambos lados del apoyo son de signo valores de estos momentos en términos 



Al igual que en los ejemplos anteriores, nes rfel P JSO el v * ,lor de £l ■ Como el 

m paso c se imponen las rotaciones unita- asentamiento A y los claros f se han expre- 

w tada apoyo, manteniendo los otros sado en cm, el valor de El debe expresarse 

empotrados, excepto el apovo libre extremo <*n lon-cm- o en kg-cm- para tener los mo- 

■W<conserval,l>re.Losmomentospnxluci- '™ n * Q * ámales en ton-cm o en kg-cm res- 




absolutos deln* sustituirse en las expresio- 



*n el paso il se plantean las ecuaciones 
* «quilibri o do cada nudo en íunción de 



01 por estas rotaciones son las rigideces an- 
de cada iranio de la viga, o bien, los 
^^rnto* transportados cuando se trata dol 



opuesto al que sufre la rotación 



pediamente. Fl lector puede ver en forma 
intuitiva que los momentos debidos a 
asentamientos de los apovos dependen del 
valor de £/■ o sea de la rigidez de la viga. 
Mientras mas rígida sea la \ iga. mavores se- 
rán los momeólos. 



iOi Rwtutrtn * «WC—, «Aten*»** por ct método óo las Alarma, 



inri — 



EJEMPLO 5.1 (continuadón) 



Paso a) Planteamiento de una viga con continuidad geométrica: 

B ÍC 



M 




- 16 + 50 



IÍ/A 




Loo-) 


t 2 AB 






bEIA 


"«i 


6x3^ 


'V 




600 2 J 


6f/A 


H 




"Vac 





Riso Cálculo de tos momentos de desequilibrio: 

— 1 h 



+ 14 



50 



Paso c) Imposición de rotaciones unitarias: 

1 




P<i«« <J) Cálculo de rotaciones reales 

3£/ 411 




Iboo 



o 




— 9 uuwmArwmoi p*M vigas iOÍ 



5.3 (continuación) 



Eliminando f/ v 5' m P li,ic '"" , o: 
+ I4 + 126676 S + 31338, =0 
+50 + 3333e B + 14&í)7fl ( =0 
e tf *-221xl(T'\ 6 ( = -3359 xur" 

puoe) Cálculo de los momentos correctivos: 

3£/ n 3x221 , ,J 



4£/_ 2£/ f 4x221 2x3359 V., . , 

= ^e 8+ ^e c =í-^-l^V/x.o- = -23.i3¡ í /x,o-) 

E i^e c =-^^£/ xlO- & = -26.87(f/x.O 



° í co C 500 \ 

Í CD c 500 v 

ftsoft Cálculo de momentos finales: 

M B ,=-36(£/xlO-*)-1.33(f/xl0- 6 ) = -37.33(f/xl0^) 

fe.^0(£/x10- 6 )-12.67(f/xl0^) = + 37.33(f/Kl^ 

^Kl0r*)-23.13(flKia*)-«W-(px1ír 

.0-26.87(£/xl0- 6 )— 26.87(£/x10"*) 

Afc - 0 - 1 3.44 (£/ x 1 0" b ) — 1 3-44 (fl x 1 0"*) 

m ,s de fuerza cortante y momento ilexionante. 
Ultuk.de los reacciones v dw«ram^dt fuerza 




. iadrieHniMd** por el múodo dv ks deformauoaes 



EIEMPIO 5-3 (continuación* 




j > 



i Planteamiento matricial pata vivas 



Al igual que «1 el método de las íuer/as. 
resulta r Dnven lente planiear las ecuaciones 
de equilibrio de los nudos en forma de 
ec uar lone* malríf lales, ya que romo se verá 
a continuación, para una viga d.ida se puc- 
fl*' oM#*ner ijn.i rn«itn/ indrpc-ndifnte del sis- 
lema de t aff{a* í onsid/^rese *■! paso í/ rn 
los ejemplm 5.1 y En ambo* casos, el 



primer término de rada ecuación 
ma représenla el momcnlo de dese<)Ui 
en el nudo correspondiente, o sea» es 
mino que delude del sislema tJ J 1 ^ 
ta viga. Por otra parte, los ^ ic,tf J^ 
las incógnitas o represento »>> nu ^ gtH 
producidos por las «ilaciones W 1 ™^^ 
se imponen en cada nudo- cür,,ü|) | (W . fiM* 
se en el paso c de ambos c '* | f J^** 
coefú ientes son, por lo lanío, las 



J(tK ulares de los miembros que concurren 

c0 el nudo al que se impone la rotación, o 
(¿ca momento transportado a los exlre- 
n^opuesios a dicho nudo. Eslos coeficienies 
(jependen exclusivamente de las caractenV 
licJS de las vigas. Por lo tanto, sistemas de 
«unciones como los del paso c/ de los ejem- 
plos pueden escribirse en la siguiente forma 

metalizada: 



Los términos P, representan los momentos 
de desequilibrio en los nudos i. Los términos 
k ¥ representan la suma de las rigideces an- 
gulares de los miembros que concurren en el 
nudo í; cuando los extremos opuestos están 
empotrados, estas rigideces valen 4£l/t y 
cuando están libremente apoyados, valen 
3£//(- Los términos k*. representan los 
momentos transpórtanos a los nudos \ 
cuando se impone una rotación unitaria en 
el nudo /. En miembros de sección prismática, 
el momento transportado al extremo /, cuando 
se genera un momento en el extremo/, es igual 
al momento transportado al extremo \ cuando 
* genera un momento en el extremo /; esto 
puede verse en el paso c del ejemplo 5-5, Por 
¡o tanto, i si y la matriz es simétrica .Todos 
«términos k se denominan coeficientes de 
"g'dez. Y los términos e, representan las 
'daciones en el nudo /. En notación 
■«ricial, las ecuaciones 5.2 1 pueden 
**'»bifse en la siguiente forma: 



H\ *12 .. 


■ M 




«1 


















k Ka - 


Í A» 




% 




Ta 



(5.22) 



l*H8)= ~{p) (5.231 

La matriz * siempre es cuadrada, de 
grado n X n, y se denomina matriz de rigi- 
«ees. El grado n es igual al número de 
rotaciones desconocidas en la viga origi- 
nal, o sea, igual al número de rotaciones 
unitarias que es necesario imponer en el 
paso r. Además, por el Teorema de 
Maxwell, resulra una matriz simétrica. La 
matriz i>\ es una matriz columna de gra- 
do n X 1, al igual que la matriz \P). Los 
términos P ( son los momentos de desequi- 
librio en los nudos. 

Los valores de las incógnitas 8, pueden 
obtenerse resolviendo la ecuación matricial 
5.23, de tal manera que 



(5.24) 



f '^'í*ma compacta: 



donde \k es la matriz inversa de [k\. 

El planteamiento matricial resulta es- 
pecialmente conveniente en el método de 
las deformaciones porque los coeficien- 
tes de rigidez k son más fáciles de calcu- 
lar que los coeficientes de flexibilidad 8 
en el método de las fuerzas. Se obtienen 
directamente de las rigideces angulares 
y de los momentos transportados, sin ne- 
cesidad de calcular las deformaciones de 
las vigas. Por esta razón, la mayoría de 
los programas de computadora que se 
usan actualmente para análisis estructu- 
ral se basan en el cálculo de la matriz de 

rigideces. 

En el siguiente ejemplo se ilustra este 

planteamiento matricial. 

Ejemplo 5.4 Se resuelve una viga continua 
de claros iguales con un voladizo en el 
extremo derecho. La viga tiene una carga dfe- 
tr ibuida en el primer claro y cargas concen- 
tradas en los demás claros. 

Debido a Ifl exigencia del voladizo, es 
necesario en el paso a empotrar también el 



30* Atoferfdf. de utnKtUfM, tadH*fmln«Us por el método de las deformaciones 



Apoyo t , ya cjiio el rnomi ínloiVíj,, no es nulo. 
Los momentos de empotramiento perfecto 
se calculan de I.» manera usual y el momen- 
to en el voladizo es igual a PC 

Los momentos de desequilibrio del paso 
b se calculan igual que en los otros ejem- 
plos. 

El paso c no es estrictamente necesario 
en el planteamiento matricial, ya que pue- 
den obtenerse directamente los coeficientes 
de rigidez k l/f pero se ha incluido para ma- 
yor c laridad en la exposición. Obsérvese que 
la rigidez del voladizo k,, es igual a 0, ya 
que para hacer girar una viga apoyada en 
un extremo y libre en el otro, no se requiere 
ningún momento, como se ve en la figura 
5.8. 



es la suma de 4£7/5, del miembro Cfi 
del miembro CD; por eso fc. 




figura S.8. Rigidez de un voladizo 

En el paso d se establecen las matrices 
de la ecuación 5.22. En la matriz |*| se puede 
factorizar el término £W ya que los claros 
son iguales y el valor de El es constante. Rara 
determinar los coeficientes k se han nume- 
rado en la figura de los pasos b y c los apo- 
yos en que aparecen las incógnitas; son 4 
apoyos. Para establecer cualquier coeficien- 
te, debe recordarse que k tf es la suma de las 
rigideces angulares de los miembros que 
concurren en el nudo / cuando el nudo / ex- 
perimenta una rotación unitaria. Por ejem- 
plo, con referencia a las figuras del paso c, 
k n es ta suma de la* rigideces de los miem- 
bros C8 y CD. que son los que concurren en 
el nudo 2, cuando este mismo nudo sufre- 
una rotación unitaria, que es el caso de la 
segunda figura del paso c; por lo tanto k. 



(fc| del paso d vale 8 (£7/5 se ha fTcto ri T* Wí 
De la misma manera, k 2i , que es l a 
de los miembros que concurren en ¡¡ 
2 cuando el nudo 3 es el que gira, es j a ^ 
de las rigideces de los miembros C6 vT* 
en la tercera figura del paso c; su val 
entonces 2Í7/5; por eso en la ¡nterseS 
del segundo renglón y la tercera col um 
de la matriz [k] aparece un 2. Como puw! 
verse, la matriz de rigideces es muy senalb 
de formular, ya que las rigideces de los miem. 
bros son siempre 4£ l/i, si el extremo opoe* 
está empotrado, o 3É//¿, si el extremo opuesto 
está libremente apoyado. Por eso se decía que 
no era necesario dibujar las figuras en el paso 
c. Además, la matriz \k\ siempre resulta con 
muchos términos nulos, ya que la rotación* 
un nudo sólo afecta a los miembros que 
concurren en él. Esto hace más fáciles lu 
operaciones matriciales. Conviene calcular 
todos los términos de la matriz y después 
verificar que se cumpla la condición * ( = k o 
sea, que sea simétrica, como una comprooa- 
ción de los cálculos. 

Después se ha planteado la matriz \ft 
que son simplemente los momentos de des- 
equilibrio, obtenidos en el paso b, con signo 

cambiado. La notación { } indica que« 

una matriz columna. 

A continuación se han obtenido los ti- 
lo res de la matriz |9| con la ecuación 5.24. 
La inversión de la matriz IM y la muWfW* 
ción de |*|-' con [P] se hicieron con la nop 
de cálculo Excel, pero pueden efectuar* 
estos cálculos a mano o con cuiW^ 
programa de computadora q 



lie 



al 



operaciones con matrices. Obsérvese^" 1 , 
invertir la matriz |*| también « invie I 9 
término El/e. Por esta razón los valo»* 
quedan en función de f/EI. Iin 
En el paso e se calculan \os nio"' ¡J¡ 
correctivos m. Este cálculo puede n» w 
t orno en los ejemplos anteriores, usJ" 
ecuaciones 5.19 y 5.20, <> bien, pue* v 



w mbién en forma matricial tomo se 
*'''„., en el ejemplo. Si se escriben prime- 
""¡«malriccs columna [m) y 181, la matriz 
,l> ¿media puede obtenerse calculando sus 
'«linos con la ecuación 5.20. Por ejemplo. 
Tomento "V. dc acucrdü c ™ esa ecua- 
!L scrúi 4f//,«. que « A K( , multiplicado 
JrÍ_inás2f//í s ,, es QM m , muhipli- 

,jitó P°' ®c Por CSO ' ' OS í,OS P rimoros tér- 
minos del tercer renglón, que corresponde 

affl fc -. *«:y a5fc « ' sc m «'"'plican 
por 8, Y B t . respectivamente, mientras que 



'« otros términos del renglón son nulos ya 
que se multiplican por 9„y 9,, respectiva- 
mente. Así pueden obtenerse todos los 
términos de esta matriz, para calcular 
nespués los momentos -orrectivos multi- 
plicando dicha matriz por (a matriz |9). 

Finalmente en el paso f se calculan los 
momentos finales sumando los de empo- 
tramiento perfecto con los momentos 
correctivos. Están en ton-m porque son las 
unidades que se emplearon a lo largo del 
ejemplo. 



EJEMPLO 5.4. RESOLUCIÓN DE UNA VIGA CONTINUA CON ÍL PLANTEAMIENTO 
MATRICIAL 



DATOS: 

A 8 ton/m 8 20 ton C 30 Ion O 1 5 ton E 5 ton / 





5m 



5 ni t[< 5 m ^ 5 m ^ 3m 



Pasoa) Planteamiento de una viga con continuidad geométrica. 

2 3 4 



1 





V -l6.67 + 16.67-l2.50 + l2.50-l8.75 + l8.75-9.37 + 9.37-l5.00 




b> Cálculo de los momentos de desequilibrio. 




4.17 



Í08 K*ohc¡dn * ettrucm* po> rl método de hs deform.u ,o„,. 

I IKMPtO 5.4 (continuación) 



Raso el Imposición de rotaciones umt.ui.is: 

2 




3 



+ 




dt Cálculo de las rotaciones reales: 



8 2 0 0 

2 8 2 0 

0 2 8 2 

0 0 2 4 



¡P} = {+4.17,-6.25,*-9.38,-5.6í 
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4 


+5.6.1 



(ecuación 5.24» 
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EMHOttN 

-0005154 



-0.016082 0.010109 -0.005154 

0 144330 -0.041217 -0.020618 

0041217 0154619 -O.077Í19 

0,02061.6 -oo/;i|«j 0.2BH660 



-4.17 
»&25 



9.18' 
-5.6» 



10 5-4 (continuación) 



-0.9 101 03 
+1 555412 
-2.186546 
+2.500773 




pjw)C) Cálculo He los momentos c Directivos: 
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-0.5296 






♦4.4014 






♦ 1.8485 






-5,6354 






-3.7446 
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E|EMPLO 5.4 (continuación) 



Paso /) Calculo de momentos finales: 

M AB = -1 6.67 - 1 .8202 « -1 8.4902 Ion • m 

M BA = +1 6.67 - 3.6404 = +1 3.0296 Ion m 

M K = -12.50-0.5296=-13.O296 ion m 

M IB = +12.50+ 4.4014 = +16.901 4 ton m 

Meo ■ -1 8-75 + 1 .8485 = -1 6.901 5 ion m 

Mqc -+18.75-5.6354 = +13.1146 ton m 
M ol = -9.37- 3.7446= -1 3.1 146 ton-m 
M, D - +9.37 + 5.63 = +1 5.00 ion m 
M [f =-15lon-m 

Cálculo de las reacciones: 



1 8.49 fon m 



20 ion 



30 ion 



15 ion 



5 ion 



21.09 
Ion 



t 

28.14 
ion 



1 



t 

26.53 
Ion 



21.36 
Ion 



I 

12.88 
ion 



Diagramas de fuerza córlame y momenlo flexionante. 
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14 ¿4 



18.91 



MM 
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16.91 



13.11 



ti.O 



tonm 



5.6 Método de las deformaciones 
para armaduras 

S.6./ Consideraciones generales 

lanudos de una armadura sufren despla- 
«mientos lineales al acortarse o alargarse 
miembros, ya que éslos trabajan exclu- 
^mente a cargas axiales. Por lo tanto, al 
Puntear una estructura con continuidad 
* eom &rica deben restringirse los desplaza- 
rlo* de los nudos. Cada nudo, excepto 
^«■coinciden con apoyos, tiene la posi- 
T" 1 *! de tener un desplazamiento horizon- 
" y un « vertical, o bien un desplazamiento 
" Jn ¿ dirección cualquiera. De cualquier 
1"*. » tienen dos grados de indetermi- 
j^f'nemáiica por nudo, así que el nú- 
(H * p <uaí iones simultáneas que hay que 
J"***» generalmente de 2n. siendo n el 
¿* ro d* nudos de la armadura. Esto trae 
l '«"fcwueneij que el método de las 
tJ?** (asi siempre más apropiarlo para 
^ "madura miK i-l método de las 



■ 



deformaciones. Sin embargo, para ciertos 
casos en los que el número de nudos es pe- 
queño, este último resulta más conveniente; 
especialmente cuando se plantea en forma 
matricial y se dispone de programas de com- 
putadora para inversión de matrices su em- 
pleo llega a ser más sencillo. En el siguiente 
ejemplo se ilustra su aplicación usando una 
armadura muy sencilla que sólo tiene un 
nudo fuera de los apoyos. 

Ejemplo 5.5 La estructura de este ejemplo 
consiste en tres barras que sólo resisten car- 
ga axial y que concurren en un nudo al que 
se aplica una fuerza horizontal y una verti- 
cal El trabajo es el de una armadura preci- 
samente porque los miembros trabajan a carga 
ixial y están articulados en sus extremos. Las 
lormiludes de los miembros se han calcula- 
do a partir de las cotas de cada nudo. 

De acuerdo con el planleannento ge- 
n »nl del método de la deíormat tones, en el 
* ' , se debí establecer una estructura en 
M que se cumplan las condiciones de cuntí- 



1 1 2 Ranclón de wttrurturM iñdct+rm1nJ<h* por o' 

nuidad geométrica, aunque no se cumplan 
las de equilibrio. Esto puede lograrse impi- 
diendo que los nudos se desplacen. Por esla 
razón se ha fijado el nudo D ligándolo a un 
apoyo ficticio; este apoyo desempeña una 
función equivalente €» los empotramientos 
que se introducían en los apoyos de las vi- 
gas en los ejemplos anteriores. Con linea 
punteada se indican las fuerzas de la arma* 
dura original. 

En el paso 6 se calculan las fuerzas de 
desequilibrio. Esta son las reacciones que 
se desarrollan en el apoyo ficticio, iguales y 
de sentido contrario a las fuerzas aplicadas 
a la estructura original En este paso se han 
señalado también, en la figura de la derecha, 
los ejes de coordenadas y su origen, y se ha 
definido con el número I el desplazamien- 
to horizontal del nudo y con el número 2. el 
desplazamiento vertical Cuando se lienen 
varios nudos hay que asignar un número a 
cada desplazamiento de cada nudo. 

En el paso siguiente se impone un des- 
plazamiento horizontal y uno vertical, am- 
bos unitarios, al nudo D de tal manera que 
pasa a ocupar la posición D\ Obsérvese que 
estos desplazamientos tienen el sentido po- 
sitivo de los ejes de coordenadas. En este 
mismo paso se han calculado las fuerzas que 
se inducen en las barras por los desplaza- 
mientos unitarios, utilizando las ecuaciones 
5.16 deducidas en la sección 5.4. De acuer- 
do con la notación empleada al deducir es- 
tas ecuaciones, k %9 es la fuerza en dirección 
* cuando el nudo se desplaza en la misma 
dirección; k es la fuerza en dirección y 
cuando el nudo se desplaza en la misma di- 
rección, y k ty es la fuerza en dirección x 
< uando el nudo se desplaza fin dírCCI lÓfl y 
Considerando entonces esta notación, y que 
ai nudo que se desplaza se le ha denomina- 
do nudo) en las ecuaciones 5.16, la prime- 
ra ecuac ión del paso c se explicarfa de la 
siguiente forma; k u es la fuerza en el nudo 
D, en la dirección 1 del paso anterior, cuan- 
do este mismo nudo se desplaza también en 



método de /a* deformación*** 

la dirección 1 ; el término (3-0) cmrespQ^ 
x -x.parala barra AD; el lírmiiKii^s^?*' 
ponde a x r x,para la barra D8 ; e | térmiJn 
1 0) a x / - x¡ para la barra OC; y | os den^ 
dores son las longitudes de las tres barras rk 
la misma forma se pueden explicar las 
dos ecuaciones de este paso. Obsérvese 
las coordenadas de los puntos A, B t CyDú 
ben introducirse con el signo que les corre*, 
ponde de acuerdo al origen de coordenada 
establecido en el paso anterior. 

En el paso d se plantean las ecuaciones 
de equilibrio para determinar los valores de 
los desplazamientos reales. Las fuer/as de 
desequilibrio determinadas en el paso6mís 
las fuerzas producidas por los desplazamien- 
tos vertical y horizontal deben ser nulas. De 
aquí se despejan los valores de los despla- 
zamientos reales Al yA2. 

Ya conocidos los desplazamientos rea- 
les, se calculan, en el paso e, las fuerzas eti 
las barras de la armadura. Esto puede hacerse 
a partir de las ecuaciones 4 y 5 de la figura 
5-5, observando que para un desplazamien- 
to horizontal Ax, figura 5.5a: 



Af = Ax sena^Ax ^— ^ 



y por lo tanto la ecuación 4 se transforma en 



F'AEáx^^- 
t 2 



(5.25) 



En forma análoga, para un ¿«P 1 ^* 
miento vertical Ay, figura 5.5b, la ecu* 1 * 1 
1 1 se transforma en: 



F-AE&yt^/* 



15.2 



(i! 



De acuerdo con lo anterior, M P f,n " ' 
ecuación del paso c se explica de M stf ^ 
manera: el término 5.83 J es la '° n * ,r M 
la barra IM elevada al cuadrado «l** ^ 



tiáo como denominador, ti término 
,J( ""! S( >I valor de x b - x., correspondiente a 
rtwenio* DyAdc la barra, y ''I término 
l,yil t,\Q/AÍ es el valor de Ax; estos dos 
valores se sustiluyen en la ecu.n ion 
Sfri término (-5-0) es el valor de y„ - y a 
a U mlwna barra, y (-7.1. 22%Mh es el 
^' dpiy. Desde luego que para cada ba- 
^'■^ deben sumar las ecuaciones '>..I r > y 
a que se suman también los elec tos 
j- los desplazamientos horizontal y vertí- 
) oespués de obtenidas las fuer/as en las 
Abarras que concurren en el nudo /), se 
h¿ veriíicodo el equilibrio del nudo ton las 

echones £/>0 y £/^0. 

En el último paso se han calculado las 
reacciones en los Ires apoyos de la armadura, 
descomponiendo las fuerzas en las barras en 
«s componentes horizontal y vertical. Aquí 
también se pueden verificar los resultados 
del problema, ya que la suma de las compo- 
nentes horizontales debe equilibrar a la 




.yla 
debe 



lorio ,h. rj| dtfonruetom pin érnwtom 3 1 1 

fuerza de 10 ton aplicada en 
*uma de las componentes 
hacerlo t on la fuerza de 20 ton. 

Una manera alternativa de resolver los 
dos últimos pasos del problema consiste en 
obtener directamente las reacciones en los 
apoyos con las ecuaciones 5.17, que pro- 
porcionan las fuerzas en los nudos opuestos 
al que se desplaza, y calcular después las 
fuerzas en las barras planteando el equili- 
brio de cada apoyo. El método utilizado re- 
sulla en operaciones más sencillas. 

La solución del problema anterior re- 
sultó sencilla porque sólo se tenfan dos gra- 
dos de libertad: los dos desplazamientos del 
nudo / ) Cuando aumenta el número de gra- 
dos de libertad, aumenta también el núme- 
ro de ecuaciones simultáneas y se complica 
la solución. El planteamiento matricial, que 
se verá en la siguiente sección, resulta en- 
tonces especialmente conveniente para 
ordenar los cálculos y para resolver los sis- 
lemas de ecuaciones de grado elevado. 



EJEMPLO 5.5. RESOLUCIÓN DE UNA ARMADURA POR EL MÉTOI 
DE LOS DESPLAZAMIENTOS 



0MOV 



f AD = y¡ 5 2 + * 2 =5.83 




5 m 



10 ion 



20 Ion 
Im . 2 m 5 m 



,_.J 0*7* -tM 



üJ 



<M BM0ftw«i»f/i'<'W«í<7ur,i. inihleimlnAiSdi por " 



EJEMPLO 5.5 (continuación) 



P.uo .0 Pl..nic>m¡c-nto de una eslruclura con continui 



dad 




1 0 ton 



¿Oion 



Paso b) Cálculo de las fuerzas de desequilibrio. 




10 ion 



¿0 (on 



El 



M**fe do ta w^^, 



tinuación) 



pm Aimatlum J15 



Paso c) Imposición de desplazamientos 



unitarios. 




di = 1 



k u = AE 



(3-0)^ (3-5)^ (3-10)' 
5.83 3 5.38 1 8.60* 



= AE [0.0454 + 0.0257 + 0.0770] = 0.1 48 Mf 



k !2 = AE 



f-S-0) 2 . (-5-0 



'-5-0) ? 



5.83 3 5.38 ' 8.60 1 



= AE[0. 1 262+0. 1 605+0.0393] * 0.3260 AE 



k i2 = k 2l = AE 



(3-0)1-5-0) | (3-5X-5-0) | (3-10X-5-0) 
5.83 3 5.38* 8.60 3 



= AE [-0.0757 + 0.0642 + 0.0550] = 0.0435/\f 



ft**o if) Cálculo de desplazamientos reales. 
-10 + 0.148 Mf A 1 + 0.0435/lf A2 = 0 
+20+ 0.0435/\f & 1 + 0.32HMÍ A2 « 0 

R ev>lvirn((fí rl sistema: 

, 89.0110 -73 .2296 

»,—-—, 4i — ^- 



EJEMPLO 5.5 



Paso e-I Cálculo de las fuerzas de las barras. 



= 18.6108 ion 



73.22% ] 



* 6.4981 



73.2296 



-3.4757 



Comprobación del equilibrio: 



V f, =+io-18.6308x— - + 6.4981x-^--3.4757x-^- = -0.0004 
^ 5.83 5.38 8.60 



Y /",. = -20 + 1 8.6308 x — — +6.4981 x 3.4757 x -A_ = -0.003 

5.83 5.38 8.60 



Paso /) Cálculo de las reacciones en los nudos: 



Fax = -1 8.6308 x — - = -9.5870 
5.83 

F AV « 1 8.6308 x = 1 5.9784 
5.83 



F BX = 6.4981x— «2.4156 



F Hy = 6.498 1x-^- =6.0391 
5.38 



f DX - -3.4757 x - -2.8290 
r.oU 

f w - -3.4757 x - -2.0207 



B.60 



lOS-5 (continuación) 



: iones y comprobación de equilibrio en los nudos 

6.04 



15. o» 

t 



15.98 




16.2 Planteamiento matricial 
para armaduras 

los principios básicos son los mismos: se 
plantea la ecuación matricial 5.23, en la 
cual, para el caso de armaduras, los térmi- 
cos tienen los siguientes significados. La 
■arfa de rigideces [k\ está constituida por 
'¿"niños k n que representan las fuerzas en 

* extremó de una barra, en dirección i, 
c«ndo el mismo extremo o el extremo de 
*1 barra cualquiera de la armadura tiene 

* ¿emplazamiento unitario en dirección /. 
j* fuerzas correspondientes se calculan con 
8 «uaciones 5. 1 í>. si el extremo en el que se 
'¿'"'an las fuerzas es el mismo que se 

o con las ecuaciones 5. 1 7 si es un 
¡^opuesto al que se desplaza. La matriz 
¿^esentj tos rlesplazamientos reales que 
los nudos de la armadura; son las 
aJJ" 1 * del problema; corno son desplaza- 
2¡*»»'ne»l«, suele representarse como M 
Li matriz m representa las fue' 



zas que se introducen en los nudos para evi- 
tar sus desplazamientos en el paso b del 
método; son iguales y de sentido opuesto a 
las fuerzas externas que actúan en los nu- 
dos de la armadura. La resolución de la 
ecuación 5.23 se plantea para este caso 
como 



(5.271 



Como los términos de la matriz ÍP) 
son las fuerzas de desequilibrio, son tamb.én 
las fuerzas que actúan en la armadura con 
signo cambiado. En el Siguiente ejemp o 
se ilustra la aplicación del planteamiento 
matricial. 

r- «nln 1 6 Se trata de resolver una arma- 

^ su,eú a dos cargas verticales y una fuerza 
horizontal. fj wlrtldura con 



do todos los nudos con apoyos articulados, 
de tal manera que no puedan tener despla* 
¿amiento* horizontales o verticales- Se ha 
elegido el apoyo A tomo origen de coorde- 
nadas y se han indicado las coordenadas de 
cada nudo. 

Las fuerzas de desequilibrio se mues- 
tran en el paso h. Son iguales y de sentido 
contrario a las fuerzas externas. Equivalen a 
los momentos de desequilibrio en los ejem- 
plos de vigas continuas. En la figura de este 
paso se han numerado las direcciones de 
los posibles desplazamientos de los nudos. 
Desde luego» como los apoyos A y D eslán 
articulados, no pueden moverse ni horizon- 
lalmente ni vertrcalmente, y por lo tanto, los 
desplazamientos en las direcciones 1 , 2, 7 y 
8 serán nulos. 

En el paso c se imponen los desplaza- 
mientos unitarios en cada nudo. Esta operación 
es equivalente a la imposición de rotacio- 
nes unitarias en los apoyos de las vigas 
continuas. Por ejemplo, en la primera figura 
de este paso, se ha impuesto un desplaza- 
miento horizontal unitario y otro vertical 
también unitario en el nudo fl, mantenien- 
do fijos todos los otros nudos. Como conse- 
cuencia de estos desplazamientos, aparecen 
fuerzas en los exiremos de todas las barras 
que concurren en dicho nudo- En el propio 
nudo B aparecen las fuerzas k yy k u , k 4l y 
k 44 . De acuerdo con la explicación de la 
sección S.4 y de la figura 5.5, la primera es 
la fuerza que se origina en el nudo B en la 
dirección 3 debida a un desplazamiento 
unitario del nudo en la misma dirección; la 
segunda es la fuerza en la dirección 3 debi- 
da a un desplazamiento en la dirección 4; 
la tercera, que es igual a la segunda, es la 
fuerza en la dirección 4 por un desplaza- 
miento en la dirección 3; y la última es la 
fuer/a en la dirección 4 por un desplaza- 
miento en la misma dirección. De acuerdo 
también con las explicaciones mencionadas, 
esta fuerzas se tale ulan con las ecuaciones 
5. 1 6; la sumatoria se hac e con todas las ba- 



rras que concurren en el nudo, o sea 
caso, con las barras BA, BF t BE y ¿ c (J* 1 * 
ejemplo se ha hecho en este ord* m V* 
ejemplo, en el cálculo do k e > tórm; * 
-0) sería <x a -x¿J, ' 5 -5) sería ix B ~x ) Y 
sucesivamente; los denominadores son l 
longitudes de las barras; y el término A{ * 
ha factorizado por ser constante. 

Como consecuencia de los desp| a , a 
míenlos del nudo B, también aparecen íu& u 
en los extremos opuestos de las barras oí* 
concurren al nudo, o sea, en los nudosa r 
£ y C Estas fuerzas se calculan con U 
ecuaciones 5.17 y en cada nudo hay 
calcular cuatro fuerzas: k xx , A k % y k , En 
el nudo F, por ejemplo, aparecen k u p *( ¥ 
3 y k í2 4f respectivamente (cuando los 
subíndices tienen más de un dígito se sepa- 
ran por comas), de acuerdo con la numera- 
ción de desplazamientos indicada en el paso 
b. El término k u 3 es la fuerza en dirección 
horizontal en el nudo F debida a un despla- 
zamiento horizontal unitario en el nudo 8, 
la fuerza k u 4 es la fuerza en dirección hori- 
zontal en el nudo F debida a un desplaza- 
miento vertical unitario en el nudo 6, y asi 
sucesivamente. Obsérvese que las fuerzas en 
el nudo A no se han calculado en el ejem- 
plo, porque los desplazamientos, tanto ver- 
tical como horizontal, son nulos en dicho 
apoyo, y las fuerzas k se multiplican poste- 
riormente por los desplazamientos de tos 
nudos. Por lo tanto, no es necesario caku* 
lar todos los coeficientes de rigidez k qu* 
tengan como subíndices 1 , 2, 7 y 8. 

En las siguientes figuras del paso t se 
imponiendo desplazamientos uniWWJ? 
cada uno de los otros nudos y se calOÍW"^ 
fuerzas que aparecen en el nudo en cüftl ' 
y en los extremos opuestos de las barrJ* j 
concurren en el nudo. De esta mane ■- 
calculan, para el ejemplo, los 64 /¡¡j 
gis rigidez necesarios, ya que la arnui ^ 
8 grados de libertad, 2 por nudo sin c0 V, nJ j 
apoyos que no se mueven, V A jnltf fü i 
resultante es de grado 8X8. Aunque e> 



I ienies es elevado, se delw observar 
^'^chos son iguales entre sí. ya sea 



,„ cn todos los casos A iy = ft^,, o porque 



<,mein 



ca la armadura, resullan iguales 



coe fic ¡entes. En el ejemplo se han 
k "'°Udo independientemente todos los 
' ( ' onI es para mayor claridad, pero por 
l< *"|e inspección se puede ver que. por 
¡£rt*> .l 4)J «ene «lúe ser igual a A hU , 

T n elpasorfse plantea la ecuación maincial 
. Vistituvendo 6 por A, y la ecuación 5.27 
" proporciona los valores de los 8 
Tiramientos A del problema. La inversión 
f^mattiz se hizo con el programa Excel. 
cmiyT x>que la multiplicación de [kV por {A}, 
rtgenese que en la matriz |P| las fuerzas se 
deben incluir con el signo que tienen en la 
ejructura original, ya que en la ecuación 5.23 
üsiuerzas de desequilibrio P se han pasado al 
gpndo miembro de la ecuación, y por lo tanto, 
* les debe cambiar de signo. La fuerza de 50 
INes P,ya que actúa en la dirección 3 del paso 
ó. > las fuerzas de 80 kN son P, 3 y P l0 porque 
¿oúanen las direcciones 12 y 10. Las otras 
ierzasPson nulas. 

A partir de las deformaciones A se han 
calculado en el paso e las tuerzas en las ba- 
rredela armadura utilizando las ecuaciones 
-' v 5.26. La fuerza F CB , por ejemplo, se- 
' "c" V multiplicado por (A, - A,), más 
multiplicado por (A 6 - A 4 ), y todo 



dividido entre f CB al cuadrado. A^ es el des- 
plazamiento del nudo C en dirección x. A, 
es el desplazamiento del nudo 8 en la misma 
dirección. A h el del nudo C en dirección y, y 
A 4 el del nudo S en dirección y. Sustituyendo 
todos los valores se obtiene el valor de - 1 2 1 .72 
kN que aparece en el ejemplo. De la misma 
manera se determinaron las fuerzas en todas 
las otras barras de la armadura. 

En el paso ( se han calculado las reac- 
ciones en los apoyos, a partir de las fuerzas 
en las barras que llegan a los apoyos, y utili- 
zando las ecuaciones de equilibrio. Con las 
ecuaciones ZF t = 0 y Zf = 0 se comprueba 
que la armadura, en su conjunto, está en 
equilibrio. También se ha verificado el equi- 
librio del nudo B. 

El ejemplo anterior hubiese resultado 
mas sencillo de resolver por el método de 
las fuerzas, ya que la armadura sólo hubiese 
tenido dos grados de indeterminación y el 
sistema de ecuaciones simultáneas también 
hubiese sido de dos grados. Sin embargo, el 
método de las deformaciones tiene ventajas en 
otros casos y, en general, es más sencillo de 
sistematizar. Por otra parte, la resolución 
de sistemas de ecuaciones de grado elevado, 
o de matrices grandes, no presenta ningún 
problema cuando se tiene algún programa 
de computadora como el usado en la reso- 
lución de este ejemplo. 



«IMPIO 5.6. RESOLUCIÓN DE LA ARMADURA jTOJI El .MÉTODO 
W US DEFORMACIONES CON pLANTEAMIENTOMATJlICjAL 




'AB 




T a£ = cumiante 
4 i" 



b ni 
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EIEMPIO 5.6 (continuación) 



Paso ,í> Planteamiento do una oslritc ■ 
Ium ron continuidad geométrica. 



Riso 6) Cálculo di - fuerzas de 
desequilibrio. 



(5,4) 



(10,4) 
MIMÉ 




UVn> (5.0» (10,0) (15,0» 



10 kN *- 




Paso c) Imposición de desplazamientos unitarios 

^J' ^7' ^8 s ® 

Grados de libertad = 4x2 = 8 




(Desplazamiento del nudo B) 



(5-0)' j5-5¿ + j5-IO¿ (5-10)-' 
M03* 4 l 6.403' 



1' 



■ A£[0- **)04 ¡ 



*4I " *M 



(5-0)(4-O) t (5-5X4-0 ) ) (5-10X4-0)^5-10X4-4) 
i.ini' I 1 11.401* 5* 



(4 - 0) J (4 -0)' (4-0)' ( (4 - 4) J 



6.40J 1 



(. 401 



-A( |0 



******* de U* defo 



tmacronet para armac/uro* 32' 



5.6 (continuación/ 




= 0 



-AE 



-AE 



(5-5)14-0) 



(5-5)(4-0) 
4 3 

2 



= 0 



= 0 



Vi-** 




= ~A£ 



(4-0) 
4 J 

6.403 J 
(5-10)(4-0) 



= -0.25000A£ 



= -0.09522 A£ 



6.403' 



= +0.0761 8 A£ 



k.,=-Af 



-Ai 



*m - -A£ 



-Ai 



(5-ior 



(5-10X4-4 

5 J 

(5-I0K4-4) 



= -AE [0.20000 



= 0 



= 0 



(4-4)' 



= 0 



(5-10X4-0) 



6.401 



= A£ | +0.0761 



-Ai 



(4-0)' 
6.40 1' 



> A/ 1-006094) 
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EIEMPIO 5.6 (contimiMiónj 




(Desplazamiento del nudo 



,0-5)-' t (I0-5) J < (I0-10) 2 | (10-15) ? 
5 i 6.403 J 4 3 6.403 J 



= 0.3904 



(10-5X4-4) ^ (l0-5((4-0) | (10-10X4-0) _ (l0-15X4-tí 



5 1 



4 J 



6.403 J 



= 0 



(4-4)^(4-0)^(4-0)^(4-0) 



5 3 6.403* 4 3 6.403 



= 0.37189 



* w = k $i = -^£[0.2000 



*4S = 



('0-5) 
6.403* 



= -0.09522 



(lO-5)(4-0) 



6.40 ( 



(lQ-5)(4-0) 
6.403 1 



= -0.07618 



= -0.07618 



f/f. 



5.6 (continuación) 



6.403 1 

(10-10)' 
4' 



= -0.0MW4 



(10- 10)(4 -0) 




(4 -O) 1 



= -0.25000 




(Desplazamiento del nudo £) 




Í10-5V' (10-5) 2 (10-10) 2 (10-15T 

* 4» 5 J 



6.40 r 



= 0.49522 



iviij *= Al 



(, 0 -s)(o-o) (u^^.OiL^ 

5> + 6.403' 4 
(0-0)' (0-4¿ (0-4¿ + (íi^l! 



^ -0.0761 a 



10-5 



1 I 



-0.2OO<)0 
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tJíMPIO 5.6 (continuación) 



'i 1.10 



10- 5) (0-0) 
5» 

(lO-5)(o-0) 



= 0 



= 0 



(o-o? 



5 ¡ 



= 0 



*w = *9j« -0.09522 

*}II>"*I0J" +0-07618 
*4.9=*9,4= +0.076 18 

*<io=*io.4 = -0.06094 

*5.9 = fc)J=0 

^5.10 = ^103 = 0 




(Desplazamiento del nudo f) 

, (5-0)' (5-5)' (5-10)"' (5-10)' 

fc, L + l -L = 0.49522 

5 3 4 J 6.403* 5 3 

* _(5-0)(0-0) t (5-5)(0-4) [ (5-10)(Q-4) ( 5 -10)(0-0) 

S 3 4 3 6.403 1 5* 

(0 - 0)* (0 - 4) J (O - 4) 2 (O - O) 2 



= 0.07618 



— j- 4 - =0.31094 



^4.11 = *ll.4 ~ 0 

*4, 2 = A, w = -0.25000 
*wi«*H5» -0.09522 
*S,U **12J * -0.07618 

Vil «*iia- -0-07618 

Am 2 -*i««-0.060W 



0tftO 5-6 (continuación) 

¿(Cálculo de desplazamientos rc.iles. 



*4.< 


*M 


fe 

*4 5 


*4 ft 


tú 




^1 t t 

t 


"1.12 
4.1 J 




o 
p 


*M 


*S.4 
















*M 


Im 
















ft 




*<>.4 




fe* 






















^10J0 












«iw 




^ 16 


*U r 9 


HIJO 










^12,3 


*1M 


*I2,5 


*l2 ( h 


*I2,9 


*U10 











A» 
Aj 
A 5 
A h 
A, 
Ahí 
A„ 
A» 



= 150, 0, 0, 0, 0. -80, 0, -80} 



(AJ= (0.004712, -0.016826, -0.001374, -0.017031,0.000471,-0.020602,0.000362. 
-0.019865)(1O 5 M£) 

e) Cálculo de las fuerzas en las barras: 

l_( 5 _ 0)(471.2 - 0) + (4 - 0)(-1682.7)]=-106.71kN 
6.403 2 ' ' 

^l[(l0-5)(-137.4-471.2) + (4-4)(-l703.Ul682.7)) = -121.72 kN 
fe ,-J_[(,0-15)(-137.4-0) + (4-0)H703.1-0)] = -149.40kN 




M - i[(S- 0) (36.2 - 0) + (0 - 0) (-1 986.5 - 0)] - 7.24 kN 

fe , J.[ (l0 _ 5) (47. , - 36.2) ♦ (0 - 0) (-2060.2 * - 986.5)] - 2, 8 kN 
l|(l 5 -,0)(0-47.t) + (0 - 0)(0 + 2060.2)l.-9.42kN 

fe--i|(,-5„4 71 .2-36,, + (4-0,(-.682.7-^)].75. 95 ^ 



i2U RéSohcMn Pibuetuns tmfctetniin<id¿+ poi vtmfitodo efe A»* <lrfnrmáclonvi 



EJEMPLO 5.6 (continuación) 



=^p[íS-10)(471.2-47.l) + (4-O)(-1628.7+206O.2)]= - u.89 IcN 
f)c = — ^((5 - 1 0) (36.2 + 1 37.4) + (0 - 4) (-1 986.5 + 1 703. 1)] = 6.48 kN 



Paso f¡ Cálculo de las reacciones en los apoyos: 

l ^ =f M x T-TrT = '06.71x- r 4rT = 66.66 kN T 



6.403 
H A =7.24 -106.7 1x 



6.403 



= -76.09 kN 



V D = 1 49.40 x 



6.403 



6.403 



= 93.33 kN T 



5 



H D = -9.42 - 1 49.40 x —- = -1 26.08 kN +- 

6.403 

Revisión del equilibrio general: 

£ F, = +50 + 76.09 - 1 26.08 = 0.01 kN = 0 

5/v = -80-80+66.66 + 93.33 = -0.01 kN«0 



Revisión del equilibrio en el nudo fl: 



50 kN 



106.71 




121.72 
14.89 



75.95 



^+50+106.71x^—^-12172-14.89x^^^-0.02 -0 



JV r * -75.95 + 106,7 



6.40 1 



t 14.89* = 0,01 -0 

6.403 



^marcos 



He las deformaciones 



OI 



niderai iones generales 



I c ,isode marc<>s ' « necesario lom.ir en 
É " ** n)a *q U e sus nudos pueden sufrir roi,i ( io- 

v desplazamientos '' nt '« 1 ' , ' s - determt- 
^entonces el número de grados de libertad 
«deben considerar ambos tipos de defor- 
mación. Por ejemplo, el marco de la figura 
•U tiene 5 grados de libertad: las rotaiio- 

en los nudos 8, C D y E , y el desplaza- 
rlo lineal de los nudos /i, (. y /?. que es 
f | mismo para los tres, si se desprecia la 
deformación axial de los miembros BC y CD. 
[Imarco de la figura S.9b tiene 7 grados de 
libertad: las rotaciones de los nudos /i, C, Ü. 
f.yf.V los desplazamientos lineales en caria 
uno de los dos pisos. Al restringir las defor- 
maciones de la estructura en el paso a del 
método, deben impedirse ambos tipos de 
deformación. De la misma manera, al apli- 
tai deformaciones unitarias en el paso c se 
deben imponer rolaciones y desplazamien- 
to* lineales. Como consecuencia, en el sis- 
tana de ecuaciones aparecen términos que 
•presentan rotaciones y términos que repre- 
'"Han desplazamientos lineales. En el si- 
miente ejemplo se ilustra la aplicación del 
'■•todo al caso de marcos. 

Wlo 3.7 Se trata de un marco asimétrico 
¡¡"o en cargas como en geomeiría. Dos de 
T^Povos están empotrados y uno articula- 
*-v la columna ÍO tiene una carga con- 
£j r *»*a la mitad de la altura. Los valores 
*on diferentes en las vigas y en las co- 

* ft el paso a se han introducido 
^'^niu-ntos en los nudos fí, C V « para 
2¿* ÍM,S rotaciones, y se ha introducido 
« /*T uri <« reacción o fuer/a horizontal en 
. ' " cara impertir el desplazamiento 

" J0, «l del marco, los empotramientos 



r*oor* par 4 méren* ±17 



restringen las rotaciones de iodos los miem- 
bros que concurren al nudo. Por ejemplo el 
empotramienio colocado en el nudo C re^ 
Innge las rotaciones de los miembros CB. 
tí y CD. La reacción introducida en el nudo 
O impide el desplazamiento horizontal de 
los nudos fi, C y D, ya que si se desprecia la 
deformación axial de las vigas, los tres nudos 
tienen que desplazarse la misma distancia. 
No es necesario impedir el desplazamiento 
vertical de los nudos, ya que éste sólo puede 
ocurrir por deformación axial de las columnas 
y estas deformaciones se están despreciando. 
En general, el número de restricciones que 
es necesario introducir en este paso es igual 
al número de grados de libertad de la 
estructura. El marco del ejemplo tiene 4 
grados de libertad: las rotaciones de los 
nudos B, C y D y el desplazamiento horizon- 
tal de estos mismos nudos. El nudo í también 
tendrá una rotación, pero como el momen- 
to será nulo por tratarse de una articulación, 
no es necesario calcularla. En este paso se han 
calculado los momentos de empotramiento 
perfecto de los miembros que tienen cargas 
transversales. Obsérvese que en la columna 
Df se ha usado la ecuación que corresponde 
a un miembro empotrado en un extremo y 
articulado en el otro, v que el signo se ha 
determinado con la convención de que la 
columna se observa desde el exterior del marco 
(figura 2.15) por lo que el nudo £ es el extremo 
izquierdo v el nudo O es el derecho. 

Los momentos y la tuerza de desequili- 
brio se han calculado en el paso 6. Los pri- 
meros son las sumas de los momentos de 
empotramiento perfecto en cada nudo. En 
la figura se han introducido con signo pósi- 
to sea, con sentido horario. El cálculo 
de la reacción en el nudo O. fuerza P D . se 
«i ra en la parte inferior de este paso. 

reacciones^ 

^^cX*1.» l on í hacl,.-de n , 



i ha, en el extremo /; en las otras columnas, 
tomo no hoy t argas Literales, tampoco hay 
rc.H( ionios t-n los apoyos. En la figura de la 
parte interior derec ha do este paso se mues- 
tran las reacciones y la fuerzas horizontales 
que actúan en el m.irco con los nudos res- 
(fingidos COnira giro. Haciendo £f t * O en 
este marco se despeja el valor de la fuer/a 
P t) quv resulta de 7.25 ion hacia la izquier- 
da, o sea, negativo. Esta fuerza P D es la que 
mantiene en equilibrio de fuerzas horizon- 
tales al marco planteado en el paso a. 

En el paso c se imponen las deforma- 
ciones unitarias que ahora son rotaciones 
para los nudos restringidos en el paso a y un 
desplazamiento horizontal unitario corres- 
pondiente a la reslricción que produce la 
fuerza Estas deformaciones se imponen 
una a la vez manteniendo restringidas las 
demás. Por ejemplo, en la primera figura de 
este paso se ha impuesto una rotación en el 
nudo B manteniendo empotrados los otros 
nudos y evitando el desplazamiento hori- 
zontal del marco. Esta rotación produce 
momentos en los miembros que concurren 
al nudo, o sea, el AB y el SC, que se calculan 



con las ecuaciones 5.1 y 5.3. Otatfry 
en las vigas se ha usado el valor de/?** 
las columnas. El. Es importante notar que Ví * 
extremos de la columna AB se (losará ^ 
reacciones que equilibran a los m0f ^ a * 
que actúan en los mismos extremos* ^ 
lor es igual a la suma de los momem^ ^ 
los extremos dividida entre el claro y s 
no es tal que producen un momento de 
tido contrario. Por equilibrio del marco T 
suconjunlo, sí en el apoyos se produce^ 
fuerza de bEl/t 2 AB hacia la derecha, en el 
apoyo que se ha introducido en el nudon 
tiene que desarrollarse una fuerza igual y ij* 
sentido contrario, como se muestra en hía 
figura. De la misma manera descrita se han 
calculado los momentos y las fuerzas hori- 
zontales en el apoyo D para las rotaciones 
impuestas en los nudos C y D. 

En la última figura de este paso sehí 
impuesto el desplazamiento horizontal 
unitario y se han calculado los momentos 
correspondí* íntes, los cuales se desarrollan 
únicamente en las columnas ya que la$ viga 
se desplazan sin deformarse. Estos momentod 
se han calculado con la ecuación 5.8. pan 



C 



D 



D 



A 



H 



íi((urj 5.9. M.iíi os < on dislinins «r-ulm ilc Mh-M.kí 



«Ji.mnas AB V FC y con la ecuación 
ID í0 (a C olunin.i f O, ya que esta última 
extremo articulado. Nótese que 
tic"*' " cU erdas giran en sentido horario, 
11-00 mentos resudan negativos, según la 

I* m ° ón rfe signos planteada después de 
í ornen t ^ ^ ^ 

l ¿e< " ,| p aW d se plantean las ecuaciones 
bittliHbrio. Las tres primeras expresan que 
*™ del momento de desequilibrio en ca- 
j, nudo V de ' os momentos producidos en 
I mismo nudo por las deformaciones 
moueMasen el P aso anlerior ' multiplicados 
Los últimos por el valor real de las detor- 
siones, es igual a 0; esto equivale a decir 
quecada nudo está en equilibrio. La cuarta 
«uación expresa el equilibrio de fuerzas ho- 
tiíontales. La suma de la fuerza de 
desequilibrio P 0 determinada en el paso 6 y 
de las fuerzas horizontales en el nudo D 
producidas por las deformaciones impuestas 
es también igual a 0. Nótese que en el 
sistema de ecuaciones que se ha formado, 
tresde las incógnitas son rotaciones y la otra 
es un desplazamiento., pero como en el de- 
nominador de los coeficientes de a„ aparece 
una longitud elevada al cuadrado, las 
unidades son compatibles. Resolviendo el 
"flema de ecuaciones se han calculado en 
d ejemplo los valores de las cuatro incóg- 

A continuación, en el paso e, se han 
"kulado los momentos correctivos suman- 
*> los momentos que aparecen en las figu- 
r »del paso c multiplicados por los valores 
n determinados de las rotaciones y el des* 
WMmwnto horizontal. Así, el momento 
% el momento en el extremo A del 
*J*"MBde la primera figura del paso * 
"Wicada por e B más el momento en la 
u ''gura multiplicada por &„. En la se- 
r ¡¡ V en U tercera figuras no aparecen 
* r * n,f » <-n dicho extremo. 
* 'Cimente en el pase» (se han calculado 
finales sumando los momentos 
a los oV desequilibrio- remendó 



un. 
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estos momentos finales es posible calcular las 
reacciones en los apoyos y, a partir ríe éstas, 
las fuerzas normales, fuerzas cortantes y 
momentos flexionantes. Por ejemplo, la 
reacción horizontal en el apoyo A se ha 
obtenido dividiendo la suma de los momentos 
en los extremos de la columna AB entre la 
altura de ta columna: 

tí> ■ M^LÍ^i . -8-924-6.697 . 

Como ambos momentos tienen sentido 
antihorario, las reacciones tienen que producir 
un momento horario; por eso en el extremo 
inferior de la columna la reacción es hacia la 
izquierda, como se ve en el croquis de reac- 
ciones. 

Las reacciones verticales en los apoyos 
se han calculado a partir de las reacciones de 
las vigas del marco. Por ejemplo, la reaccionen 
el extremo izquierdo de la viga B puede 
obtenerse colocando en esta viga la carga 
vertical de 20 ton y los momentos en los 
extremos de la viga. El resultado es: 

K flc= ^-Hl*±^ = 2.47ton 

Esta reacción se transmite como tuerza 
normal en la columna AB hasta llegar al apoyo 
A como reacción vertical. 

En forma similar se han calculado todas 
las reacciones mostradas en el croquis 
correspondiente. Puede comprobarse que en 
el marco como conjunto se cumplen lasecua- 

. « -nvlí. =0. Teniendo las reac- 
ciones &,=iv *-> " 

riones es posible obtener las fuerzas normales 
hac^'do cortesenlascolumnasyenlasvigas. 

teta» cortantes como la suma de las 
nll» a la izquierda de cualquier sección, y 
E£¿£2te*¡«*m como la suma de 
Tra bajo los diagramas de fuerzas cor- 
* . 7n el ejemplo se incluyen croquis con 
lanU ; miÍ correspondientes, los cuales se 

I,, figura 2.15. 
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EJEMPLO 5.7. RESOIUCIÓN DÉ UN MARCO POR El MÉTODO 
DE LAS DEFORMACIONES 



HATOS: 



MI t.,n 







xi' ion 




llí IWf 1 












I 






i . 




1 1 


i 










2(1 






El 




fl 


£1 


t 4 lili 




A 




1 




£ 



J n» 



i 



I ni 



4 m 



> ni 



Paso a) Planteamiento de un marco con continuidad geométrica: 

¿0 ion 30 Ion 



1U lun 



20x2 



*-10 Ion m 



4 ion 




- 20x2* „ 

Mí « = ; — = 10 lon-m 



- iOxix^ 

M r o « -j «-I4.4 ton m 

- 10x^x2 „ : 

Moc ■ ^ = 21.6 ton m 



Mw * — — «• -4.5 ton m 

lo 




Mj-Mbc+Mm- -10 + 0 =-10 tonm 

W c « Wcs+Wro + M(f = +10 - 14.4 + 0= -4.4 Ion m 

M d =Mdc+M/>( =21.6 -4.5 = 1 7.1 tonm 




Ü2 ««ota ton <h- mrui \am imhutminMhs por ri método <fa drform.it tnnr 



t|EMPLO 5.7 (continuación) 



Pasa c) Imposición do roíaciones y desplazamientos unitarios: 



4t¿fñ 



-bEI 




2l2Eft AUEfi 




2<2Cfl 



AQED -3EI 




ni 



\2Et 



12 El 



Paso el) Cálculo de rotaciones y desplazamientos reales: 

- ,oo+ KK) 86+ K;) 9c+o ~ f 'fóK =o 

- + «(í^«(f + | + |) e c + «(Qe D -«(± 



^lAn=0 



-7.25 



1 -6fí 


1 -6fí 


1 


/ <¿ 


/ ^ 




f-bEl 


/'bEI 




<ÁB J 







(|EMPlO 5.7 (continuación) 

Haciendo £/ = ' V simplificando: 

-10.0+2.667 8,, +9, +0-0.167 A,; =0 
-4.4 + e fl + 4.267 9, + 0.8 6„ - 0. 1 67 A„ = I) 

1 7. 10 + o + o.8o e ( ♦ 2.1 o e 0 - o.ob i a„ = o 

-7.25-0.167 6 e -0.167 9, -O.08J0,, WI.U'.A,, --0 
0,* 6.681, e t = 3.354. H„ =-6.776. A f , = 66.908 ¡II 



Riso el Cálculo de los momentos correc tivos: 

4e„ 6A„ 4x6.681 6x66.908 , .„ 

"»-íZ"eZ m — ~ 



BC 'BC 
4 8 n 88, 4x6.681 8x3.354 



tac f sc 4 4 



= 13.389 



^ trr. frr. 5 5 



CD <CD 



4 0 f 6A G 4x3.354 6x66.908 _ _ a Q|1 . 



46 c i 80 £ _4^^ + ^íl = -8.158 



fe fe 6 6 ? 



r CD *CD 



.39o 3^ _3(-6^_ 3x66^908 = _g %4 



m of = ~ -¡^ = —7 rr 



_ 29 fl 6 A„ _ 2x6 : 682 _ 6 * 66.908 __ HQM 



""^"7^"-" 6 6' 



28, 6A n 2x3.354 6x66.908 _ m n „ 

*«o ft Cálculo de los momentos finales: 

W^.m^* -8.924 
m «a ■ m HA = -6.697 

*V-M* +m w ..-IO+16.716«+6.7»6 





3 14 Rnotuaim ettflH tur*! indvtvimlnadi* por el mttotlo de '.»* doíoimanoni-* 

EIEMPLO 5.7 (continuación) 

. 

= M, H ^/rvfl = +10+ 1 3.389 = 23.389 

Meo = Meo + "Vo * -1 4.4 - 0.054 - - 1 4.454 
M c , mmf-f =-8.915 

M H " m IX =-10.033 

Hx: = Moc. + m liC = 21 .6-8.1 58= 1 3.442 

M D , =M¡ H i-mpi =-4.5-8.964 = -13.464 

Cálculo de las reacciones y diagramas de fuerzas cortantes y momentos flexionantes 



10 ion 



20 ion 




t 



8.92 ion m 
2.60 ion 

2.47 ion 



20 ton 



t 



10.03 ton m 
3.16 ion 

29.73 ton 



-4 Ion 



0.24 ion 



.80 ton 



Reacciona 



toóitttia <íp ht doiotmacloni-s p.tt.% míreos (35 



f jEMPLO 5.7 (continuación) 
pj.igf,imas de N.Vy M 













7.40 




4.24 



2-47 29.73 17.80 



12.20 




2.6 



j.10 



0.24 



EjCMPio 5.7 (conflnmdón) 



22A 




072 



lO.D.i 



M(tonm) 



5.7.2 Planteamiento matridal para marcos 

las ecuaciones 5.21 a 5.24, deducidas en la 
sección 5.5.3 para el caso de vigas, siguen 
siendo válidas para el caso de marcos, con 
la observación de que la matriz |6| incluye 
ahora rotaciones y desplazamientos linea- 
les. Como se explicó en el ejemplo anterior 
esto no presenta ningún problema porque 
las eí uac iones son dimensionalmentc com- 
patibles. También debe observarse que los 
coeficientes de rigidez k H representan los mo- 
mento* en / debidos a una deformación en 
/- y que esta deformación puede ser, igual- 
mente, una rotación o un desplazamiento 
lineal. Fn el ejemplo siguiente se ilustran 
estos conc eplos. 

Ejemplo 5.8 1 s un man o de dos niveles con 
cargas verh< ales y horizontales, (Mas últi- 



mas están aplicadas a nivel de piso por lo 
que las columnas no tienen cargas tránsame- 
les como en el ejemplo anterior. No es simé- 
trico porque un apoyo está articulado y eí ocro P 
empotrado. El valor de El es constante. 

Las restricciones contra deformaciones 
introducidas en el paso a incluyen e&ffr 
tramientos en los nudos y apoyo* P* fJ 
impedir desplazamientos horizontales^ 
cada piso. El marco tiene 6 grados de 1**^ 
tad, 4 giros en los nudos B< C O v Jl*¿A 
desplazamientos en los pisos BE y ti ■ j 
han introducido, por lo tanto, 0 
nes. Fnel apoyo F existe un grado del» K , , 
adicional, el giro en el apoyo, P woC< ^3 
momento final es nulo, no es ^ 
considerarlo al plantear el s*sK in ^ J 
ecuaciones. En la figura de «W ^ c(lW J 
muestran los momentos de tinipu< |^\^>J 
perfecto que sólo se presentan Hl 



ín el p' iw b se ,, * ,n ca,cu,ddo 'os mo 
L de desequilibrio y las fuerzas de 

"'lilibrio. Como no h.iy cargas transver- 
bs columnas, las fuer/as horizontales 
^l^quilihrio resultan iguales y de senti- 
* ontrario a las fuerzas horizontales apli- 
^.¿1 marco. En la figura de la derecha, 
C *L'mismo paso, se ha indicado el sisiem.. 
^ f( , tere ncia para las deformaciones: l, ( 
¿formación 1 es el giro en el nudo /(. I,. de 
,.ymjción 2 es el giro en el nudo C , y as¿ 
u(rt ivjmenle; las deformaciones 5 y <> son 
buzamientos lineales. 

En el paso c se van imponiendo las de- 
ionnaciones unitarias. Según el sistema de 
itferencia establecido en el paso anterior. 
|j deformación l corresponde a una rota- 
ción el nudo B, como se ve en la primera 
figura <*e este paso. Esta rotación produce 
mwnentos en los miembros BA, BE y fiC. Los 
coeficientes de rigidez correspondientes son: 
t M queesel momento en la dirección 1 co- 
rrespondiente a la rotación t; k !} que es el 
momento en la dirección 2 correspondiente 
ala rotación 1; es el momento en la 
dirección 3 correspondiente a la rotación 1 ; 
*„ que es el momento en la dirección 4 
íorrespondiente a la rotación 1; * S) que es 
U fuerza en la dirección 5 correspondiente 
*U rotación 1; y k bi que es la fuerza en la 
*ttción 6 correspondiente a la rotación 1 . 
tw coeficientes k 2V y k 4l se calculan 
*™anoo los momentos de los miembros que 
"«turren a los nudos B, C y £, respec- 
** T *nte, los cuales, a su vez. se calculan 
*P*tir de las rigideces angulares de dichos 
***«». Como la rotación 1 no produce 
^^^os en el nudo D, el coeficiente *„ 
El cálculo de lt 5 , se muestra por 
^do; como en los extremos del 
¡?™*o fit se desarrollan momentos que 
h? 4Í '/' V m/i, respectivamente, en di- 
* ««remos también se deben desarrollar 
>roduzcan un momcnlo 



qui 



TI v ^ *"ftdo'contrario; por lo tanto, en 
<¿7* m " B v produce una reacción que 



¡re el claro, o sea, 6£f/^ ; para que el diagra- 
ma de cuerpo libre mostrado en el ejemplo 
esté en equilibrio, en el nudo D debe apare- 
cer una fuerza igual y de sentido contrario, 
que es precisamente la fuerza De ma- 
nera similar se obtiene ta fuerza A 6) , pero 
ahora el diagrama de cuerpo libre incluye 
los dos pisos del marco y en el nudo D se ha 
colocado la fuerza fc M ya calculada. A conti- 
nuación se impone la rotación correspondien- 
te a la dirección 2. se calculan los coeficientes 
de rigidez k u , k 21 , k tJ , *„ y k h2 . y así suce- 
sivamente se van imponiendo una a una las 
deformaciones correspondientes a cada di- 
rección. Obsérvese que las deformaciones 
correspondientes a las direcciones 5 y 6 son 
desplazamientos lineales; los momentos que 
producen en los miembros del marco se han 
calculado con las ecuaciones 5.8 o 5.10, 
según el caso. En el ejemplo, se ha aprove- 
chado el Teorema de Maxwel para no cal- 
cular fc (j cuando ya se había calculado k , 
pero se muestra una manera alternativa de 
calcular los coeficientes que corresponden 
a los momentos en las columnas; por ejem- 
plo, el cálculo de*,- por un procedimiento 
diferente al que se acaba de explicar. Ob- 
sérvese en el cálculo de k b , que no hay re- 
acciones en los apoyos del marco, pero 
como actúa una fuerza *„ en el nudo D, 
aparece en el nudo E una fuerza k b . igual y 
de sentido contrario para que el marco esté 

en equilibrio. 

Una vez calculados todos los coefi- 
cientes k a se plantea, en el paso d la ma- 
triz de rigideces 1*1 que resulta de 6 x 6, 
va aue el marco tiene 6 grados de líber- 
Si También se plantea la matriz (P con 
Jumentos y fuerzas de desequ.l.br.o 
l ° Udos en el paso 6. V utilizando la 
C ;«cS^5.24 se despejan las incógnitas 
CC ( r va se ha explicado anter.ormente. 

19 ' C Cn déla matriz 1*1 .esulta muy sen- 
la ,nvers.ónde de un progrJ ma 



,ndo se dispone 



"irti,i 



« |' UUU< I UIIM 

fie los momentos dividida 



en- 



cilla cuai 

(Ie computador. ^ (|evan fl ( bo 

de ¿sps* qoe en ,os eíemp,os 



anteriores, por lo que ya no so presentan co- 
mentarios adicionales. Tampoco se incluyen 
los diajiramas de fuerza normal, fuerza cortante 
y momento flexionante, los cuales pueden 
obtenerse como se ha descrito en el ejemplo 
anterior. Obsérvese únicamente que para 
calcular las tuerzas normales debe empezarse 
por el piso superior y transmitir las fuerzas 
calculadas al piso inferior 



Puede verse en este ejemplo q u 
planteamiento matrlclal Permite orderLV' 
cálculos de manera adecuada, y que el r u¡J 
lo de los coeficientes de rigidez res | 
expedito ya que las deformaciones ¡mpwtS 
producen momentos en pocos miembros rW 
marco. La mayoría de los grandes proararnT 
de análisis estructural por computadora oí» 
se usan actualmente están basados en 
mismos principios expuestos en este ejempfo 



EJEMPLO 5.8. RESOLUCIÓN DE UN MARCO POR EL MÉTODO 

DE LAS DEFORMACIONES, USANDO EL PLANTEAMIENTO MATRICIAL 



DATOS: 

í/ = constante 



8 ion 



6 ton 




J m 



4 m 



Paso ai Planteamiento de un marco con continuidad geométrica. 



- 2¿,5 



M 
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j((MP lO 5.8 (continu.it ión) 

?i <¿> b) Cálculo de momentos y fuer/as de desequilibrio. 



-22.5 ton 01 * ^2-í> ton m 



-15.0 





Sistema de referencia 



ftsoc) Imposición de deformaciones unitarias y cálculo de coeficientes de rigidez. 
¿21 *31 




*„ = £/ 



4 4 4 
— + — + — 

4 3 6 



-H[3| 



*21=" f [0.667] 



* 41 =£,[|] = f/[0.333 



•II 
t 

4FI 
i 



D 



6£/ = f/ r6] = 0667 f/ 



fcji- _f/ [0.667] 
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EIEMPLO 5.8 (continuación) 



Cálculo de k 



61 



MI 

e 
20 



7r 



-0.667 £/ 



0.667 - — 



yj = 0.292 £/ 



*b,-£/ [0.292) 




A l2 = Ar 2I =f/ [0.667¡ 

*" =f '[H] =f/=f 'i 2 

= « [0.333] 



Cálculo de : 



í 
¿ti 

-~ 
i>n 

i" 



*«=-£> [0.667 



ítfPlO 5.8 (continuación) 




ci \c ulo de : 



Xfo de fe, deformar, one* 



para marcoi 141 



-0.667 £/ 

0.667 £/ 
^ z = 0.667 El 




:ulo de : 



k n = 0 

k 2i =k i2 =£i[o.m] 



A„ = £/[||= £/ [0.667] 



6f/ 



, £/ * =0.667 El 



4fí 



aura* Indetrrmtnjdif por el método de l.n detormJcione< 



EJEMPLO 5.8 (vontinuauónt 



Cálculo de A^, 




- 0.667 El 



0.667 El 
k bi =EI [0.667] 




40 ^TN~ 7F = £, h7 = 0.667 f/ 
2EI LJ J 

- C 

bEl' * H --f |0.667] 

T 7 ^ 



Mormácronrs p,trj marco* J4Í 




Método *U* t.n tfatotmAt Ieiwi pjr* rrurrct* M5 



tjfMPlO 5.8 (continuación) 



También se puede calcular tle la si R uirml<? manera: 
6£/ 6f/ ri f (» 6 1 , t 



fc»«*tí = f '(0.667] 

fcji-^j-HlO.6671 

«»|0.48j 

l Hl =A íl5 -f/[0.88'í| 
Cálculo de fc^: 



6f/ iíí. 
6f/ 



VIH 



-O.flH'l/í 



E/|o.889 + ifJ« 1.123 fl 
A*-É/[l.123] 



MI 



Pa*o rf> Cálculo de rotaciones y desplazamientos reales: 

W"4*r'W ,ccuaci6n 5,24) 
k it k, { ky,. 



! 

FjfMPlO 5.8 (conlinuaúón) 



3.0(H) 
0.667 
0 

0.333 



0.667 
2.000 
0.333 
0 



-0.667 -0.667 
0.292 0.667 



0 

0.333 
2.000 
0.667 
-0.667 -0.667 
0.667 



0.333 -0.667 
0 -0.667 
0.667 -0.667 
2.750 -0.667 
0.889 
0.480 -0.889 



0.292 
0.667 
0.667 
0.480 
-0.889 
1.123 



-P = {+15.0, +22.5, -22.5, -15.0, +8.0, +6.0) 



*]"« 



0.6060 


-0.00683 


0.18835 


0.11823 


1.74530 


1.06569 


-0.00683 


0.73036 


0.06064 


0.16771 


0.83726 


0.12308 


0.18835 


0.06064 


0.73672 


-0.00208 


1.03818 


0.30018 


0.11823 


0.16771 


-0.00208 


0.54259 


1.24315 


0.62308 


1.74530 


0.83726 


1.03818 


1.24315 


12.83807 


8.06392 


1.06569 


0.12308 


0.30018 


0.62308 


8.06392 


8.47928 



6 = {23.282, 1 9.887, - 2.249, 1 1 .1 39, 1 54. 1 00, 1 06.042}/ El 



Paso e) Cálculo de momentos correctivos. 

_2£/6, 6£76. 2x23.282 6x106.042 



= -28.125 



AB 



_ Aíl MI 4x23.282 6x106.042 

" 7 — e > " 7Í~ 8 fc = Z j = -16.484 

'** 'ab 4 4 2 



rn 



. 4f/ 2f/_ ^ 4x23.2 82 2x11.139 

« — 8, + — -9 4 « + = , 9 2 U 



4/n), nm. him. ««. 

ITIg, — ■ i * ■ * - J . *' 



K '* '« 



4x23.282 . 2*1'(H»7 6x154.11)0 6x106042 
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1.8 (continuación) 



-1/ ftl 




2X23.282 t 4x19.887 6xT54jnn 6x106.042 



= 10.001 



_4fl8 2 t 2ff8,_ 4x19.887 ^2^2491 



»¡co 
2f» 



'CD 



6 



■12.508 



2 t 4f/e 3 _ 2x19.887 

r DC ~ 6 6 =5 ' 



1Í0 



m 



4g» ( ( 2£W 4 6Cffl s | 6f/e b 




ot 



4Í-2.249) , 2x11.139 6x154.100 6x106.042 



3 1 



= -27.611 



"ho = 



2£IQj ( 4f/6 4 6f/6 s | 6£/8 6 _ 



Cío 



f tO *ID tío 

2(-2.249> 4x11.139 6x154.100 . 6x106.042 



= -18.686 



m fl 



= 2Et&: | 4£/6 d = 2x23.282 | 4x11.139 _, 5 Jfl , 



IB 



IB 



_ 3£/8 4 3EIQ± _ 3x11.139 _ 3x106.042 = , 52g 



Pa» ft Cálculo de los momentos finales 




m AB = -28.125 ton - m 



m BA = -lfe- 4 84 ton -m 



M«+ii*. -15.0DO + 19.234.4.234 ton m 

„ mm BI m +12. 267 ion • m 

H*-m fH « >10.001 ton m 
H n -M,„^„.-2 2 .500 + 12.508 -9.992 1O n ., 
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MPLO 5.8 (continuación) 



Mpr^Moc+mpc = +22.500 + 5.130 = +27.630 ton - m 



m üi = m ot ~ -27.61 I ton - m 



M [D = m tD = -1 8.686 ton • m 



M í8 =M £ ,¡ + m fB = +15.000 + 15. 187 = +30.187 ton - m 



M ff = m [r = -1 1 .529 ton ■ m 



M f[ = 0 



***** dp *ftBf»eto«i p«* míreos M'J 



di 



l5 .l Momentos de empozamiento perfecto 

r 



C! 



pe 



í) 



1 



y A W 6 v 



M 



12 



M 



12 




15 



i cv « 



— i 




s* 2 
JO 




prr^r\ 4 

At til 




PROBLEMAS 



5.1 Calcular la rigidez angular de las siguientes vigas. 



\\v\\ 

k— 



6 m 



(a) 




60 cm 



30 cm 
E=l.8x 10 5 kg/cm 2 





IR 152 x 22.4 




5m 



(b) 



11.4 cm 

H 1 




0.6 cm 



(SO 
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5 2 Calcular la rigidez lineal de las siguiente* vi K «is, 



7m 



6 m 



Ib) 



<c> 




tR 152x22.4 



1 1 .4 cm 




0,6 cm 
Tubo do .icen* 



5 3 Calcular el giro en el apoyo A que produce un 
el mismo apoyo. 



momento, M, de 8 lon-m aplicado 



■V 



r 





10 <m 



h 10 



20 cm 



defofnyjcion t 



JS2 ftrsriuitán de estnKtumi indeterminadas por el método de cfcfnrmác iones 

5.4 Calcular los giros en los apoyos Ay B que produce un momento, M. de 10 
aplicado en el apoyo A. 



M 

C* Á B Cl 

\Cs\\ \\\\\ 

H 



8 m 



5.5 Calcular los momentos que se desarrollan en los apoyos de las siguientes vigas si 
el extremo 6 se desplaza 0.6 cm hacia abajo. Calcular los mismos momentos si el 
extremo A se desplaza 0.4 cm hacia abajo. 



B 




IR 152 X 22.- 



(a) 



0 





IE 178 * 22.8 



<t» 



6 Ca , C ular los grados de libertad o de indeterminación cinemática de las siguientes 
¿«Chiras incluyendo aquellos que no sean necesarios para la determinación de los 
Júnenlos flexionanles finales. 



(a) 



(b) 



\\\\\ \\\\\ \<(>\ \ 



(O 



(4 



154 tottta** * v.«n,aura* ,nde,emun^ por el método de tos delormaoone* 

5.7 Resolver las siguientes vigas por el método de las deformaciones. lraz ando 
diagramas de fuerza córtame y momento «exionante. Usar la labia 5.1 p ara 0 bt e 
los momentos de empotramiento perfecto. 



18 ion 

3 ion / rn 



10 Ion 



IH* — »H H< — ^ — * 

* "> 2 m > m 2-5 m Um 



5m 2,5 m 2.5 

El = constante 

(a) 





5,8 Resolver las siguientes vigas con asentamientos en los apoyos y cargas. 




2 m 4 m 



rl» 
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5.9 Resolver las siguientes armaduras por el método de las deformaciones. 





. 20 ton 




X 


X 


K — ^1 



4m 




AE ■ consunto 



4 © 8 m = 32 m 
Ib) 



5.10 Resolver los siguientes marcos por el método de las deformaciones, trazando los 
diagramas de fuerza normal, fuerza cortante y momento flexionante. Usar el 



planteamiento matricial. 



8 ion 



2 lon/m 



2Flo 




fio 



Sm 



CAPITULO 



6 



tfélodo 

pendiente-deflexión 



, i inlroduccrón / 2,2 Planteamiento 
•meral del método pendiente-deflexión / 
j b j [<uac¡ones pendiente-deflexión / 6.4 
Método pendiente-deflexión para vigas / 
SJMétodo pendiente-deflexión para 
mirtos 



6.1 Introducción 

Ü método pendiente-deflexión es fundamen- 
talmente igual al método de las deformacio- 
nes estudiado en el capítulo anterior Se basa 
también en calcular los momentos flexionan- 
tesen una estructura en la que se restringen 
las deformaciones y en corregir los desequili- 
brios resuliantes imponiendo rotaciones y 
teplazam ientos lineales en los nudos de la 
wmciura. Tiene la venlaja de que la siste- 
*W'«c¡ón de los cálculos es más clara. Es 
*pl«cabie solamente a vigas continuas y a 
?**os ( porque no incluye el efecto de de- 
f0f ™ac iones por carga axial que son las que 
*«uten esfuerzos en las armaduras. 

¡¡¿Planteamiento general del 
Pendiente-deflexión 

<Hp * Vn a wguir son los siguientes. 

¿nu>an lr>s momentos de? barra so- 
j** *ixr/cj m los extremos de cada miem- 
™o de la estructura utilizando las 
"^adas ecuaciones del método pen- 



b) 



diente-deflexión. Estos momentos 
quedan expresados en términos de las ro- 
taciones 6 en los extremos y de los 
desplazamientos lineales relativos A 
entre los dos extremos de cada 
miembro. 

Se plantean una ecuación de equili- 
brio en cada nudo de la estructura y 
una ecuación de equilibrio de fuer- 
zas horizontales en cada piso, en el 
caso de marcos, Al establecer estas 
ecuaciones de equilibrio, se obtiene 
un sistema de ecuaciones de un nú- 
mero igual a los grados de libertad 
de la estructura. Este sistema resulta 
igual al que se obtiene en el método 
de las deformaciones. Su resolución 
permite calcular los valores de las 
rotaciones en los extremos y de los 
desplazamientos relativos. 
Se calculan los momentos finales 
sustituyendo los valores de 8 y de A , 
obtenidos en el paso anterior, en los 
momentos planteados en el paso a. 



En la siguiente sección se obtienen las 
ecuaciones del método pendiente-deflexión 
que se requieren en el primer paso. 



63 Ecuaciones pendiente-deflexión 

6.3./ Caso general 

Las ecuaciones pendiente-deflexión expre- 
san los valores de los momentos que se desa- 
rrollan en los extremos de una barra cuando 
sus extremos sufren rotaciones y pueden, 
además, lener un desplazamiento relativo. 
Asimismo, permiten incluir los efectos de 
cargas transversales al eje de la barra. 

Considérese, por ejemplo, la barra AB 
de la figura Mft '** cual '°rma parte de un 
marco cualquiera. En la figura 6 . 1 b se indi- 
can los momentos que se desarrollarían en 
^mbos exiremos de la barra, si el extremo A 



*59 



experimenta una rotación 0 V Estos momen- 
tos se han calculado ya en la figura 5.1 del 
capitulo anterior y tienen los siguientes va- 
lores: 

M; „ = «^ (6... 

que es la ecuación 4 de dicha figura; y por 
la ecuación 2 de la misma figura: 



MaB i i ,* (64 

Ordenando las ecuaciones 6.6 v 7 
usando la notación I lt = K (factor de 
dez) y á / f = R (rotación de la barra), u 
ecuaciones se pueden escribir en | a f 0frna . 



2f/e 



(6.2) 



iVf¿ B = 2fK(26,, + 6 S - 3R)±M 



(6¡ 



De manera similar, si el extremo B ex- M BA = 2£K{26 a + Q A - Vi) í M, 



84 



perimenta una rotación 9 B , como se mues- 
tra en la figura 6.1c. los momentos en los 
extremos tienen los siguientes valores: 



MSa - 



4Í/8- 



(6.3) 



(6.4) 



Si los extremos sufren un desplazamien- 
to relativo, como en la figura 6- Id, los mo- 
mentos que se desarrollan en dichos extremos 
son los que se han calculado en la figura 
5.3, o sea. 



6f/A 



16.5) 



Finalmente, en la figura 6, le se seña- 
lan los momentos de empotramiento perfec* 
to que producen las cargas aplicadas a la 
barra. 

Los momentos totales en los extremos 
de la barra serán las sumas, en cada uno de 
ellos, de Im momentos de las figuras 6.16 a 
f>.lr. Haciendo esta sumas, y sustituyendo 
los valores proporcionados por las 
ecuaciones anteriores, se obtiene: 



Las ecuaciones 6.8 y 6.9 son U 
ecuaciones pendiente-deflexión en su tomu 
usual- Debe recordarse que las rotacione$8,y 
los momentos asociados a ellas, son positivo* 
cuando tienen el sentido horario, como en lis 
figuras 6, 1 b y 6. 1 c. Por lo que se refiere a los mo- 
mentos producidos por los desplazamiento* 
relativos A, si la cuerda que une los dos 
extremos gira en el sentido horario, como en la 
figura 6.1 d, los momentos producidos en tos 
extremos tienen signo negativo. Por esta razón, 
en las ecuaciones 6.8 y 6.9 el término 3fl tiene 
signo negativo; entonces, si la cuerda que une 
los extremos de un miembro gira en sentido 
horario, el término R debe considerare 
positivo y se debe conservar el sigrw negado 
de IR en estas acuaciones. El signo de l<* 
momentos de empotramiento perfecto 
depende del sentido en que actúan las fuer:* 
aplicadas a las barras. En general, vl 



\0 n 



con cargas aplicadas hacia abaio 
negativos en el extremo izquierdo y P<* ,,,v 
en el extremo derecho. 

b3.2 Ecuaciones modificadas 

Es frecuente el caso de que las c0,um ^^3 
los marcos, o algunas de ellas por lo *™ 
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figura 6.1. Elementos que intervienen en las ecuaciones pendiente-deflexión 



articuladas en sus bases. Estos marcos 
***n resolverse con las ecuaciones gene- 
«Brteduridasen la sección anterior, haciendo 
momento en el extremo articulado sea 
IM ' * 0. Pero a veces resulta conveniente 
2¡* ar ^"aciones pendiente-deflexión 
r"™ Cw,a * especialmente para fm<-rnl>ros que 
un extremo articulado. Sí se supone 
rtT} & f ique el extremo articulado es el 
- ^ *' u *oones modificadas pueden 

T^*" 1 * h *"*™io M AH igual a 0 en la 
rf ** de\pf|ando 8^ en esta e< ua- 
» I u yfnrp t el valor obtenido en la 

9, de tal manera que el momento 
■ expido en termino* de B„ V 



de R como incógnitas únicamente. Los resul- 
tados son los siguientes: 



2 4ÉK 



(6.10) 



^ - 3Í/Í(B„ - «) ♦ M M - - M^fl (6. 1 1 ) 



Si se usa la ecuación modificada 6.1 1, 
ya no es necesario plantear una ecuación 
para M M ton lo que ya no aparece 8^ como 



it>2 Mfiiwfo pontlk-nlp-f/rH^ni*n 



incógnita y el número de ecuaciones simul- 
táneas se reduce. En el ejemplo 6.2 se ilustra 
la resolución de un marco con una columna 
articulada, usando primero las ecuaciones 
generóles y después la modificada. 



6.4 Método pendiente-deflexión 
para vigas 

En el caso de vigas sobre apoyos rígidos, 
normalmente no existen desplazamientos 
lineales relativos entre los extremos de los 
miembros, Por esta razón, el término R de 
las ecuaciones pendiente-deflexión 6.8 y 6.9 
es nulo y las únicas incógnitas son las rotacio- 
nes 9. Cuando existen desplazamientos de los 
apoyos, éstos son conocidos y aunque el tér- 
mino R si tiene valor en las ecuaciones pen- 
diente-deflexión, no es una incógnita más. En 
el siguiente ejemplo se ilustra la aplicación del 
método a una viga continua. 



Ejemplo 6.1 

Se trata de una viga continua con un voladi- 
zo en el extremo derecho. Además de la 
acción de las cargas indicadas, el apoyo C 
tiene un desplazamiento hacia abajo de 1.5 
cm. Como los momentos flexionantes pro- 
ducidos por el asentamiento de los apoyos 
dependen de la rigidez a flexión de la viga, 
es necesario conocer el valor numérico del 
parámetro El. Esta viga tiene 4 grados de li- 
bertad que son las rotaciones 8 V 8 B , 0 y 8 
Por lo (anto, al plantear el conjunto de 
ecuaciones pendiente-deflexión debe llegar- 
se a un sistema de cuatro ecuaciones simul- 
táneas. 

En el paso a se han planteado en pri- 
mer término las ecuaciones pendiente- 
deflexión en su forma general. Los 
subíndices A yfí se refieren a los dos extre- 
mos de un miembro cualquiera y pueden por 
lo tanto modificarse según el miembro que 



se esté analizando. Después se aplican 
ecuaciones a cada uno de los rniemh^ 
sea, a cada claro de la viga. p 0r eú/**' 0 
para el claro AB los mo men ;* tt , 0 ' 
empotramiento perfecto, M, son | 0 , 
corresponden a una viga con una car W ** 
centrada en el centro del claro, el factrl°í 
rigidez K se calcula con el claro de 4 m 
factor R de rotación de la barra vale 0 orT 
que no hay desplazamiento relativo entre k> 
apoyos A y B; estos valores de M, K y r 
han sustituido en las ecuaciones pendiente* 
deflexión. En los claros BC y CD, el lérmi 
R sí tiene un valor distinto de 0; obsérvese 
que en el primero de ellos es positivo por- 
que la línea que une los apoyos B y C gira 
en sentido horario al desplazarse hacia aba- 
jo el punto C, mientras que en el claro COI 
ocurre lo contrario. En el claro DE, por tra- ' 
tarse de un voladizo, no es necesario plan- 
tear las ecuaciones pendiente-deflexión, ya 
que se sabe que el momento M m es el mo- 
mento de empotramiento del voladizo. Al 
final de este paso se han simplificado v or- j 
denado las 6 ecuaciones pendienie-' 
deflexión resultantes, 2 por cada claro déla] 
viga. Se puede ver que en estas ecuaciones] 
aparecen las 4 incógnitas mencionadas. 

En el paso b se plantean las ecuaciones! 
de equilibrio. Como se tienen 4 incógnitas,! 
es necesario tener también 4 ecuaciones de j 
equilibrio. La primera indica que el momen-J 
to en el apoyo A es igual a 0, porque es uní 
apoyo libre. La otras 3 señalan que cadal 
nudo está en equilibrio, o sea, que los m*j 
memos flexionantes a ambos lados de i«J 
apoyo cualquiera deben ser iguales. Una ***J 
planteadas esta 4 ecuaciones de equiüb 
se sustituyen en ellas los valores de lo* 
mentos obtenidos en el paso anterior, 
lo cual ya se tiene el sistema de 4 ecuac 
con 4 incógnitas. Resolviendo este 
se obtienen los valores de las rotación** 
en cada apoyo. 

Sustituyendo los valores de las 
nos 8 en las ecuaciones obtenidas al 
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jo d , ya se calculan los móntenlos 
*' Est«» cálculos se muestran en el paso 
" fl ¡!pHe comprobarse que lodos los nudos 



en equilibrio. 



5e puede ver en este ejemplo que el 
pendiente deflexión es esencialmente 
j| método de las deformaciones estu- 
ijdoen el capítulo 5. La única diferencia 
pinto en que los momentos producidos por 
ta rotaciones impuestas en los apoyos, se 



calculan con las ecuaciones generales 6.8 y 
en vez de calcularlas en base a la rigi- 
dez llexionante de los miembros; como las 
ecuaciones 6.8 y 6.9 se obtuvieron también 
en t>ase a dichas rigideces, los resultados lie- 
nen que ser ¡guales. La ventaja del método 
pendiente-deflexión es que permite una 
mayor sistematización de los cálculos, pero 
los sistemas de ecuaciones a los que se lle- 
ga con ambos métodos son iguales. 



p/pí DI E N TE -DEFLEXIÓN ^ ^ ^ ™ » "ftODO 



100 kN 



50 kN 



B 30kN/m C 



D 20 kN/m 



£/=50xlO b kN-cm* 




R«oa> Planteamiento de las ecuaciones pendiente-deflexión para cada miembro. 
M« = 2£ K{2B A + 8 B - 3K> ± M AB 

«w = 2EKQQ B + Q A - 3/?) ± M tíA 



M««-12°*i: B _50kN-m = -5x10 5 kN-cm «Ver tabla 5.V 
8 

Ru»*i2^<i. + 5x10 3 kN-cm 



JCj^ SOxIQ* Q.12SX10 6 cm 3 



£x4(M) 



7 -o 



«"2x0.125 x10 t í2B J| *e«l-5'<» ) 
0.125 xl^rzOB+e^í + íxlO 1 
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| EIEMPLQ6.1 d 

Claro B-C 




M m »=- 30x5 '»-62.5 kN-m = -6.25xlO ! kN-cm <ver tabla 5.1) 



12 



M( =+ ¿í^ = + 6.25x10 3 kN-cm 
ífl 12 



„ / 50xl0 6 O.lxIO 6 i 

K = - = ■ ■ » CfU 

i fxSOO f 



K = y = = 0.003 (sentido horario, positivo) 



M BC = 2 x 0. 1 x 1 0 6 (29 e + 8 C - 3 x 0.003) - 6.25 x 1 0 ] 
M Cfl = 2 x 0.1 x 1 0 b (2e c + 6 S - 3 x 0.003) + 6.25 x 1 0 3 
Claro C-D 



Xj 50x2x3' 

Meo- g = -36 kN-m = -3.6x!0 3 kN-cm (ver tabla 5.1) 



rr 50x2 2 x3 



M oc= p =24 kN-m = 2.4x10 3 kN-cm 



_ / _ 50xJ0^ _ (MxlO* j 
"¿ a £x500 £ cm 



A 1.5 

/ = Joo n ~ 0 003,5en|ido an, 'horario, negativo) 

M (:D .2xO.lxlO fc (20 (:+ e D + 3x0.OO3í-3.6x1O , 
2x0 ' ,xl06 <»O + e cí .3x0.003) + 3.6x10 J 



EJEMPLO 



6.1 (continuación) 



Claro D-t 

20x3' 

M 

Orden 

I 



= -90 (íN-m = -gxlO I kN- 



cni 



Ordenando las ecuaciones pendiente-deflexión 

Mm = 10* [5009,, + 2509^ - 5) 
\f M = 10 l [250e¿ + 500e B +5| 

M flC = 1 0 ' (400 8 S + 200 9 f - 8.05] 

m cb = i o 1 (200 e fl + 400 e c + 4.45) 
m cd = io'[4oo e c + 200 e 0 - 1 .s] 

= 1 o' (200 e c + 400 e D + 5.4 



61 Planteamiento de las ecuaciones de equilibrio en cada nudo. 



M cb ♦ M CD - 0 



M or + M m = 0 



ve» que M ni « M í)( 
'""Vendo con las ecuaciones pendiente-deflexión: 

500e ( , t 250e« ~ 5 = ° 

250 tí A . 900 0, + 200 0c "^ = n 

2000^0000, - +20«0i» *™ " 
200 e ( + 40oe H - i bü 



c 



í |i Mi'i o f,.i uonOnuaclén) 



Resolviendo el sistema ríe ecudciones: 

B., = 0.008731, e„ = 0.002537, 0 C - -0.007082, 0„ = (j.0| 254 
Paso c) Cdfctllo ríe los momentos finales 

Mah s 1 0'(500 x 0.00873 1 + 250 x 0.0025 37 - 5j = -0.200 - 0 
M w «1O , [250x0.00873l+5OOxO.0^)2537♦5] = 8.451xl0 , kN-cm 
M K =IO'[400x0.002537+200 (-0.007082) -8.05] = -8.451* I0 l kN- 

M C fl i =l0 1 [200x0.002537 + 400(-0.007082j + 4.45j= 2.125x10' kN-cm 
M co =10 , [400(-O.007082)■f200xO.01254-1.80| = -2.125xl0 , kN-cm 
Moc = 10 J [200(-O.O07082)-t-4OOxO.0l254 + 5.40] = 9.OO0xlO í kN- 



cm 



( ni 



Paso di Reacciones finales y diagramas de fuerz 



a cortante y momento flexionante 



100 kN 



50 kN 



30 kN/m 20 kN/ „, 
— 1 rv"v~^-r^ | 

158.78 78.60 93. 




Reacciones (kN) 



HíMPiOb.1 (continuación/ 



«7.65 




71.13 




lfj.25 




6235 
(V) |kN| 




57.74 



43.51 



(Mí |kN-m| 



33.75 




_ 



W Método pendiente-deflexión 
Nn marcos 



Í4W ' 'I" marcos, los nudos de la es- 
***** puedan snírif rotaciones y despla- 
^"""'"s simultáneamente . r irneralmente. 
■V ,onw pendienle-denVxión apa- 
jo tanto, el término R Sin embar- 
1 nenie que vario» nudos len«an i'l 



Ir. 



pla/armenln A , ' I" 



se 



'Omero de grados de libertad de la 
Ello *c iluslr.1 en el sin"'''""' 



Ejemplo 6.2 

Su trata de un marc o de dos crujías y un solo 
piso con taráis verticales y horizontales. 
Una de las columnas es de mayor altura qui- 
las otras dos. l a estructura tiene 5 grados de 
libelad: las rotaciones de los nudos ti, C, D, 
y F, Y desplazamiento d que es igual parj 
los nudos ti. C y O. Obsérvese que en el 
moyo / hay una roütC ion porque esta arü- 
\ nlado. mientras que en los otros apoyos. 
,„.( rsiar empotrado*, no hay rotación. 

fcn el paso j se plantean las ecuación»» 
|H . (1( |..-nie deílexlOn para cada miumbro. En 



las columnas no existen momentos de 
empotramiento perfecto porque no tienen car- 
gas transversales, pero sf se presentan rotacio- 
nes de las barras, R. Nótese que en el cálculo 
de los valores de Use ha tomado en cuenta la 
distinta longitud de las columnas y que todos 
son positivos porque las columnas giran en 
sentido horario. Las vigas, en cambio, tienen 
momentos de empotramiento perfecto, pero 
no tienen desplazamientos relativos entre sus 
extremos ya que se desplazan horizontalmen- 
le. (Se están despreciando las deformaciones 
axiales de las columnas.) Al final de este paso 
se plantean las ecuaciones que expresan a to- 
dos los momentos en función de las cinco in- 
cógnitas del problema. 

En el siguiente paso se plantean las 5 
ecuaciones de equilibrio, una por cada in- 
cógnita. Las tres primeras indican que la 
suma de momentos alrededor de los nudos 
B 4 C y D es igual a 0, y la cuarta, que el 
momento en F es igual a 0 por tratarse de 
una articulación. La quinta ecuación expre- 
sa el equilibrio de las fuerzas horizontales 
que actúan sobre el marco. Estas fuerzas son 
la horizontal de 5 ton aplicada en el nudo B 
y las fuerzas horizontales que se desarrollan 
en los apoyos para equilibrar a los momen- 
tos en los extremos de las columnas. En la 
figura incluida en este paso 6 se muestra 
cómo se calculan estas fuerzas; si se apli- 
can momentos positivos en los extremos de 
las columnas, las fuerzas en los apoyos tie- 
nen que equilibrar a los momentos y por lo 
tanto su sentido es hacia la derecha. Susti- 
tuyendo en estas ecuaciones los valores de 
los momentos calculados al final del paso 
a, se obtiene el sistema de 5 ecuaciones con 
5 incógnitas. Resolviéndolo, se tienen ya los 
valores de 8 fl , 6 f , & n , 6, y 

A continuación, en el paso c, se susti- 
tuyen los valores de las incógnitas en las 
ecuaciones que están al íinal del paso a , 
con lo cual se obtienen los momentos bus- 
cados. Obsérvese que estos momentos son 
de barra sobre apoyo. 



Por último, en el paso dse calc U | 
reacciones, los diagramas de fuerza r 0 
le y los diagramas de momentos flexión^ 
a partir de los momentos obtenidos ^ 
paso anterior y de las fuerzas actuanteTi* 
reacciones no pueden obtenerse directamlT 
te de los momentos de barra sobre ap^ 
ya que aunque se conozcan los moment ° 

V m ío < « lienen todavía 6 incóg niUs 
de reacción, una fuerza horizontal y una 
tical en cada apoyo. Por esto, se calculara* 
primero las fuerzas cortantes en las vigas 8f 
y CD f las que se transmiten como fueras 
axiales a las columnas. Estas fuerzas axiales 
a su vez, permiten obtener las componentes 
verticales de las reacciones, que resultan* 
2.1 2 ton, 1 7.30 Ion y 8.58 ton en las colum- 
nas/\fl, FC f y DE, respectivamente. Las con* 
ponentes horizontales se obtienen a partir 
de las fuerzas cortantes en las columnas, las 
cuales, a su vez, se calculan como la suma 
de los momentos en los extremos de las co- 
lumnas dividida entre la altura de las mis- 
mas. Ya obtenidas todas las reacciones, se 
ha verificado en el ejemplo que se cumplan 

las ecuaciones de JV, =0 y JV r =0 < El 

procedimiento ilustrado en este ejemplo para 
obtener las reacciones puede usarse también 
en marcos de varios pisos, empezando por 
los pisos superiores hasta llegar al nivel de 
los apoyos. 

El diagrama de fuerzas normales en las 
columnas se ha trazado a partir de las fuer- 
zas axiales que se calcularon anter¡ormen*¡ 
te. Como todas son de compresión, se 

trazado los diagramas con signo ne 8 ati ^l 
por debajo de las columnas si se miran «** 
de la parte derecha de las mismas, o **i 
suponiendo, según la convención designo* 
que la parle inferior equivale al extremo i* 
quierdo de una viga, v la pate supe'»" ■* 
extremo derecho.La fuerza normal en U*"» 
BC se calculó de la siguiente manera. N 
analiza el nudo B, se observa que la ,u 
externa de 5 ton se transmite como una i 
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l Jli ton 



C 



*2.45 ton 



071 



Figura 6.2. Equilibrio del 

compresión a la viga flC. Por otra par- 
v |j reacción calculada anteriormente 
& |j columna resultó de 1 .84 ton y ac- 
tuaba de izquierda a derecha en el nudo S; 
^sentido de la tuerza indica que produce 
Kfwonesen la viga BC, Por lo lanío, la tuer- 
za axial lotal en la viga es -5,00 +1.84 = 
,1.16 ton (compresión). La fuerza axial en 
lj\i&a CD es igual a la reacción H n de la 
columna DE calculada anteriormente, Ob- 
tfTvese que su sentido es de izquierda a 
derecha en el nudo D, por lo que también 
produce compresiones en la viga CD. Ob- 
«vese también que la diferencia entre las 
cargas axiales de las vigas BC y CD es la 
*üeua cortante de 0.71 ton de la columna 
FC por lo que el nudo C está en equilibrio 
Retuerzas horizontales, como se muestra en 
^figura 6.2. 

f I diagrama de fuerzas cortantes se ira- 
«apanirde los valores ya calculados. En 
'columna AB t por ejemplo, la fuerza cor* 
^ es la reacción horizontal de 1 .84 ton 
* *poyo A. Como la reacción va de de- 

* * izquierda, produce una fuerza 
0für He positiva si la columna se mira desde 

r ^ n * d<>re<ha " Para la VÍRa BC ' la ÍUefZa 
( . fef) *1 extremo izquierdo es la reac- 
ia f* 1 ' 116 ** calculó al inicio del paso d; 
ui > ***** torsianle hasta la carga vertí- 
7g* ^íon, donde se vuelve negativa de 
rt f Yc °nserva esle valor hasta rl apo- 
***a m ^nefj semejante se calcularon 
*^ hA Warn ** di- fui-r/d í orlante en los otros 



*f 4// 4 * f ^nid clt* momentos flexionanles 
' * Mrth de los momentos calcula- 



nudo C del ejemplo 6.2 

dos de apoyo sobre barra, tomando en cuen- 
ta que en los extremos derechos de viga* y 
columnas, los (lesionantes tienen signo con* 
trario a los de apoyo sobre barra. Nótese que 
en las vigas se ha incluido el efecto de las 
cargas aplicadas. 

A conlinuación,se ha resuelto el mis- 
mo problema usando las ecuaciones modi- 
ficadas de la sección 6*3,2, para el caso de 
miembros con un extremo articulado. En el 
problema en cuestión, la columna Cf está 
articulada en el extremo f , por lo que puede 
utilizarse la ecuación b.l I para este miem- 
bro. Como no hay cargas aplicadas entre sus 
extremos, los momentos de empotramiento 
perfecto son iguales a 0. En todos los otros 
miembros del marco se siguen aplicando las 
ecuaciones generales 6.8 y 6.9. 

Después se plantean las ecuaciones de 
equilibrio de los nudos y la ecuación de 
equilibrio de fuerzas horizontales. Ahora va 
no es necesario plantear la ecuación M rc = 
0, ya que en las ecuaciones pendiente 
deflexión no aparece el término 6, (ecua- 
ción 4 del paso 6. en la solución anterior). 
Quedan entonces 4 ecuaciones simultáneas 
en vez de las 5 que se tenían anteriormente. 
Esta es la ventaja de usar las ecuaciones 
modificadas: se reduce el número de 
ecuaciones simultáneas. Resolviendo el sis- 
tema de ecuaciones, se obtienen los valores 

de o H , e c , B ü y ¿> Los v * ,ore * tle oslos 

téminos resultan iguales a los de la solución 
ulterior, poi lo que los momentos serán tam- 
bién iguales. Ya no es necesario entonces 
Calcularlo! de nuevo. 
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E|EMPL06.2. ANALISIS DE UN MARCO POR EL MÉTODO PENDIfXTE-DtFl| X , 0s 



I EJEMPI 



OAHjS: 



1 1 > ínn 



5 ton- 



B 



¿7 3 ton/m o 



2f/ 



2f/ 



El 
F 



El 



5 m 



| 2.5 m ( 2.5 m ^ 



6 m 



Grados de libertad: e 0 , 8 C , 6 0 . 0„ A fl = A c = A D = á; 5 grados 

Paso a) Planteamiento de las ecuaciones pendiente-deflexión para cada miembro: 

M AB = 2EKM A +Q B -3R)±M AB 
Miembro AB 
K 

M, M * 2x0.25 f /(20 B + B A - 0.75 A» 



6.2 (continuación) 

pt 10x5 ,_. , 



10x5 



íi „=— = — — = 6.25 ton- m 
™ 8 8 



*.f=0 



M K = 2 x 0.4 f / (20 B + 6 r ) - 6.25 
M CB - 2 x 0.4 f / Í26 c + 6 B ) + 6.25 
Miembro CO 

M CD = _^ = _l2iÉ: = -9.0(on-m 
CD 12 12 



ftr«2SÍ. 1^ = 9.0 ton-m 
12 12 



lf = í H lí=0.333/ 



Ho- 2X0.333 «Í2fl( +« M »-9.0 



-2xO.ÍM//i2»„'Ü, " 4, ° 
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ejemplo 6.2 (continuación) 

Miembro CF 

Kfcf =M K =0 

K = * = *=0.25A 
/ 4 

M a =2x0.25 f/(26, +6, -0.75 A) 
M, c = 2x0.25 £/ (26, +6 C -0.75A) 

Miembro DE 

Mot=M lD =0 

f 5 
R-|-|=0.20A 

M w = 2 x 0.20 £7 (28 0 + e f - 0.60 A) 
M, D = 2 x 0.20 £/ (26 f + 9 D - 0.60 A) 

Ordenando las ecuaciones pendiente-deflexión y haciendo 

©a-O, *0 y ElmV, 
M«»0.50e H -0.375A 



P 



6.2 icantinuación) 



1. 606^+0.8 9 ( -6.25 



McK =0.80e fl 4l.60e ( +6.25 

M,. í) = l.3339 ( +0.667 9.0 

Mpc' 0.667 6 t + 1.3336 D +9.0 

Ufo s¡8 t - +0.50 8, -0.375 A 
M, c =0.50e c +8, -0.375A 

M w = 0.80 Q D — 0.24 A 

M f p=0.409 o -0.24A 



foso b) Planleamienlo de las ecuaciones de equilibrio 
Ecuaciones de equilibrio en los nudos: 



K kB*M CD + M C f =0 
M oc+M D£ =0 

M„; = 0 



(1) 
(2) 
(3) 
(4) 



Ecuación de equilibrio de fuerzas horizontales: 



S ion 



■HA 



M A9+ M BA 



MI 



Cf 



r 



OI 



'VI 



(5Í 



I7«l MNmltt pentfk'iitr ih'llv 



E|f MPLO 6.2 (lontínuatión) 



Sustituyendo los valores de M AB , M w .... M w en las ecuaciones 1 1 , 



2.60 9 fl +0.80 6, 

0.80 ü„ * (.933 8, + 0.667 8 f) + 0.50 6, - 0. ¡7 1 , A 
0.667 0, * ■ 



_ 1 7C 



0.500 0, + 0, 0.375 A 

0.3758,, + 0.3758, + 0.240 8„ + 0.375 6, - 0.471 A * $.0 

Resolviendo el sistema de ecuaciones: 

e*=4.8B9. 8 C -1.110, 8 0 = -2.361, 8, =6.794, A=I9.598 

Paso c) Cálculo de los momentos finales 

M.\ B ~ 0.50x4.889- 0.375 x 19.598 =-4.905 

M BA = 4.889 - 0.375 x 19.598 =-2.460 

M B( . = 1.60x4.889 + 0.80 x 1.110-6.25 = 2.460 

M ffl = 0.80x4.889 + 1.60 x 1.110 + 6.25 = 11.937 

M a> " 1 333 x 1 . 1 10 + 0.667 x (-2.361 ) - 9.0 = -9.095 

«uc =0.667x(l.110»+ 1.333 (-2.361) + 9.0 = 6.593 

Al 0 * 1.110 + 0.500x6.794-0.375 X 19.598 = -2 842 

M D¡ = 0.80 x(-2. 361) - 0.24 x 19.598 = -6.592 



= 0 
■0 



M,„ = 0.401-2.361) -0.24 x 19.598 



* -5.648 



ciones 



finales y diagramas de fuerza cortante, fuerza normal y momento 

rucr^'™L U, ; ,n p, ! mt;ro 1 ,as íut '"« corlantes en las vigas que se transmiten como 
tucr/as normales a las columnas. 



Vida fie 



¿.41,11 




1(1 |.,n 



11.9.(7 ton - rm 



C 



5 ni 



ÉR 

%1 



6.2 (continuación! 



mAtca* 17 S 



10 2 -460 + 11.037 ini 
tym— — = 2.12lon 

¡0 2.460+119*7 

flb"7 5 = 

u =2.460» 2.12x2.5 = 7.76 ton m 



9.0'í 



i; 



í lorvin 



6 ni 



x-i \í< 3»>J Ion , m 



Íx6 9.095-6.593 n ... 
= + = 9.42 Ion 

2 6 

3x6 9.095-6.593 _ u 
Vfo « — _ = H.iH ion 

2 6 
= 9.42x 3-9.095 -3x3x 1.5- 5.67 lon-m 



1 



fuei/as normales en c ohimnas 




2.12 Ion 



B 



* 9.42 = 17.30 Ion 



f 



2.12 too 



I7.10KMI 



H.Stí ion 



H.'iH lt»i 



* „i ,,. 



Mf-uxlo pcndttnte-deltevón jum mjrtoi 377 



f|íMPl° 6,2 Continuación) 
Reacciones finales 



5 ion 



10 ion 




3 lon/m 



1 .84 ion 



2.12 ion 



4.905 ton - m 



f 0.71 Ion 

rae» 



1 7.30 Ion 



JV, = + 5-1.84-0.71-2.45 = 0 

=2.12 + 17.30 + 8.58-10-3x6»0 



Trazo de diagramas 



2.45 lun 



8.Ü8 Ion 



5.648 loo -m 



3. 16 ton 



2 AS ion 



2.12 ton 



17.30 ion 



8.58 ion 



Di.iK'-' 



m a d« '» cf¿JS 



nórmale" 



EJEMPLO h.2 ¡continuación) 



2.12 




T 



9,42 



♦ i 




7.as 

0.71 

1 84 ion 2.45 
Diagrama de fuerzas cortanles 

2.460 



8.58 




5.648 



Diagrama de momenlos flexionantes 

SOLUCIÓN ALTERNATIVA USANDO LA ECUACIÓN MODIFICADA 6.1 1 



Paso a) Planteamiento de la 



s ecuaciones pendiente-deflexión para cada miembro: 



Las ecuaciones generales 6.8 y 6.9 se aplican a todos los miembros exceplo la columna 
Cf. por lo que los momenlos en todos esos miembros son iguales a los ya obtenidos. 

Para la columna CF : 

<- í » - -0,25/ 
' 4 



"«todo ^ul^.h^n p^rj (ffgtf } 7 9 



^l,) planteamiento de las ecuaciones d« equtl.hr.r,: 
((UiK j 0 nes de equilibrio en los nudos; 

Mmt + m ba s0 ID 



M« * M w = 0 



(3) 



Ecuación de equilibrio fio fuerzas htin/nnutr- . 



50 ion 




48 



«a 



Hja+Mai + Oda. + üeL±Mfi + 5 = o 



445 



1 



L . . ,. M yu n de la solución anterior y el valor de 

tosmuyendo los valores de M AB . M HV M in > M io ut 

M u de esta solución alternativa en las ecuac.ones (1) a <4>. 



260 % + u.autJf 
0.800. + 3.683e ( .+0.6678 D -0.187A 



0.8Ü e. 



-0.375 A -6.25 = 0 



0.667 0c +2. 133 01, -0.24 A 



+ 9.00 =0 



OJ750B+O.I87 0,: +0.24 0„ 



-O.iJOA-^5.00 -0 



(5) 
(6) 

(8) 



riendo el sistema de ecuaciones: 
«.«4.894, 0, -1.107, 0^— 



.„ Ai | a solución anterior, los mo 



¿80 Métotio p<'tutioate <Mlfixián 
Ejemplo b.3 

Se ilustra la resolución de un marco de dos 
niveles en el que una de las columnas, la co- 
lumna GH, es de doble altura. La característi- 
ca que debe observarse es que los nudos B y í 
llenen el mismo desplazamiento lateral que 
se ha denominado A, , mientras que los nu- 
dos C f V H tienen un desplazamiento lateral 
diferente que se ha denominado & 2 • Resultan 
entonces los 7 grados de libertad que se indi- 
can debajo del croquis del marco. 

El paso a), que consiste en la aplica- 
ción de las ecuaciones pendiente-deflexión 
a cada miembro del marco, es esencialmen- 
te igual al de los ejemplos anteriores. En los 
miembros que corresponden a vigas no exis- 
te desplazamiento lateral, y por lo tanto, los 
valores de R son iguales a 0. En la columna 
GH se ha considerado su altura total de 7m 
en el cálculo de R. De esta manera se han 
obtenido las ecuaciones para todos los mo- 
mentos en los extremos de los miembros, 1 6 
en total. Recuérdese que son momentos de 
apoyo sobre barra. En el planteamiento de 
las ecuaciones al final de este paso, se ha 
considerado ya que los giros en los 
empotramientos A r Dy C son nulos, y como 
L I es constante, se ha tomado igual a 1 . 

En el siguiente paso se plantean las 
ecuaciones de equilibrio. Resultan 5 
ecuaciones de suma de momentos en los 
nudos igual a 0 y 2 ecuaciones de equilibrio 
de fuerzas horizontales, una por piso- Ob- 
sérvese que al hacer un corle en las colum- 
nas del nivel superior, la fuerza que resulta 
en la columna GH debe obtenerse a partir 
de la altura total de esta columna y no de la 
altura del entrepiso* Esto es asi porque la 
fuerza cortante en la columna GH es cons- 
tante en toda su altura y es igual a la suma 
de los momentos en sus extremos dividida 
entre la altura de la columna. En las 
ecuaciones í> y 7 1 la suma de Lis fuer/as 
(orlante* en las columnas se ha igualado a 
0 porque no existen fuer/as horizontales 



aplicadas al marco. Si existiesen 
rían en cuenta como en la ecuaciflL'^* 
ejemplo 6.2. Nótese también q ue e , .*f 
de las fuerzas horizontales en las col 
es el que corresponde a un sentido I 
(horario) de los momentos en los extr ] 
de las columnas. Sustituyendo los valo* A \ 
los momentos obtenidos en el paso anter ] 
en estas ecuaciones de equilibrio, se obtiene^ 
sistema de 7 ecuaciones que se presenta I 
el ejemplo y cuya solución se indica attifül 
de este paso. Como ya se ha indicado vañJ 
veces, el sistema se puede resolver conciud 
quier programa de computadora. Aquf seusj 
el programa Excel. Los valores mosiradoti 
deben dividirse entre El si se desean W 
valores reales. 

En el paso c) se han sustituido los valo- 
res de los términos 9 y A para obtener lo* 
momentos finales, en la misma forma en que 
se ha hecho en los ejemplos anteriores. 

En el paso cf) se han obtenido lasreac*! 
ciones y se han trazado los diagramas*! 
fuerzas normales, fuerzas cortantes y mol 
mentos flexionantes. Obsérvese que pan 
calcular las reacciones en los apoyos, rud 
necesario empezar con la obtención de laíj 
reacciones de las vigas del piso superior,» 
sea, las vigas CF y FH. Estas reacciones*] 
sumaron a las de la viga BE para llegar a la* , 
reacciones verticales en los apoyos* U*t£l 
acciones horizontales en los a P° v0S 
tuvieron con las ecuaciones de equilibrio 
fuerzas horizontales del paso b. Una \\ 
calculadas las reacciones horizontal^ * 
ticales, se verificó el equilibrio de ^ 
en ambas direcciones, incluyendo, o i 
luego, las cargas aplicadas a la J 
Las reacciones verticales de las v, * norm J 
porcionan directamente las fucrW * 
les en las columnas. Las fuerzas ni 
en las vigas se calcularon a parur 



aconm 



croquis incluidos en estos ta' ^ ^ (lie , 
ten visualizar el signo correcto 
*as normales en las vitf-»' 



diagramas de fuerzas cortantes y de 
Z¡tO* tlexionantes se trazaron de I,, 
^^m^eta que en el ejemplo .interior, 
^ndo '* convención de si S nos de que 
i -^'^mos inferiores de las columnas equi- 



¿Mirara* J81 

^ext,r rem ° S "^-«'osde las vi- 

"^e'hos uTr" SUPerÍ ° reS ' 3 ' W e * ,fG ™ 
"a oart^' posi,ivas * en 

C ° neS ne 8 a «va S . en la pane inferior. 



I 



D*I0S: 



50 kN 



3 m 



4 ni 




2.5 m 2.Í m 5 m 



£1 = constante 



Grados de libertad: 

Mo *t, 0,- e H , A 8 = A £ = A„ A c = A, = A H = A 2 ; 7 grados de libertad 

&*>al Planteamienlo de las ecuaciones pendiente-deflexión para cada miembro: 



M AB = 2 £K (26* + 6 S - 3/2) ± H\s 
= 2 ÉK (20 s + 6* - 3ÍÍ> ± M BA 



£--•--0,25/ 



= 0.25 A 



M w»2x().25f"/(2e, ( tU^ 




182 Mttodo pend<?nu- dvllr-M-i" 

EJEMPLO 6.3 (continuación) 

Miembro BC 

/ i 

r B A ?~ A| = A ¿~ A I 3 0.333 A 2 - 0.333 A, 

M m = 2 x 0.333 El <26 fi +6 C - A 2 + A,í 
W CH = 2 x 0.333 £ / <2e c + 8 B - A 2 + A, ) 

Miembro BE 

-M B[ = M tB = 30 *** = 62.50 kN - m 

/C = y = | = 0.20í 
R = 0 

M s( = 0.40 Í26 s 6(1 -62.50 
M l8 = 0.40 El (26 f + 9 B > + 62.50 

Miembro CF 

-M c , =M K =^^=31.25 kN-m 
8 

K=- = - = 0.20/ 
ftMO 

M u = 2x0.20f/(2t», +0,1-31.25 
M, r -2x0.20 EH20, ♦ 8 C )+31.25 



6.3 (conlinuaciónj 



miembro 01 



*-rr 0 ' 25 ' 

r? 4 

Mpi = 2x0.25*7 (29,,* 8, -0.71 A, 



M lD = 2x 0.25 £/ (28, + 6 D - 0.75 A,) 



Miembro íf 



M íf =M ff =0 



K = í = -U 0.333/ 



ff . A ? -A, _ A 2 -A, 



= 0.333A,-0.333A 



/ 3 
M lf = 2x 0.333 El Í2Q¡ + 6 f - A¿ + A,) 
M„ = 2 x 0.333 £ I (28, + 8 f - A 2 + A,) 



Miembro FU 



n-^í., 41.67 kN-m 



ni ■ ^hí 
K*^ = í =0.20/ 



12 



W,« «2X02OM26, >»„)-'" 67 



18-1 .W/odf» m-intit*ite-dvlle*ián 



EJEMPLO 6.3 (continuación) 



Miembro CH 

M (iH = Mhc = 0 
/C = £ = y = 0.143/ 

M CH = 2 x 0.1 43 El <28 c + Q H ~ 0.492 A 2 ) 
= 2 x 0. 1 43 El <28„ + 6 C - 0-429 A 2 > 

Ordenando las ecuaciones y sabiendo que 9^ = 9 D = 9<, = 0 y haciendo El = 1 

M AB = 0.5 8 e - 0.375 A, 
M RA =Q B -Q37S¿i l 

= 1 .333 8„ + 0.667 9 C - 0.667 A 2 + 0.667 A, 

Mcg = 1 .333 9 C + 0.667 9 e - 0.667 A 3 + 0.667 A, 
M w » 0.8 9 fi + 0.4 0,-62.5 

M fB ■ 0.8 9 f +0.4 9 B + 62.5 

M c ,= 0.89c +0.4 9, -31.25 

M, c « 0.88, +0.4 8 C +31.25 I 
M w «0.58, -0.375 A, 
M íu * 9,-0.375 A, 

M„ =1.3338,+ 0.667 9, - 0.667 A 2 + 0.667 A, 

M„ = 1.3338, +0.6678, -0.667 A 2 +0.667 A, 
M,„=0.8 9, +0.4 9,, -41.67 

M„, -QAB M +0.4 8, +41.67 
M IHi =0.5729,, -O.I2JA i 



6.3 (continuación! 



^ 6. Planteamiento de las ecuaciones deeo^ihb^" 
Ecuaciones de equilibrio en los nudos; 



M&a + Afc + Mal = 0 

M cs + H.7 =0 
M fD + M ífl + M„ = 0 

M IC + Mrt + M fH =0 



(I) 
(2) 

(4) 
(5) 



Ecuaciones de equilibrio de fuerzas horizontales 



M 



CH 



M 



BC 



'ft 



HC 



CH 



M [f + M/[ 



'hc. 



16) 



Al 



40 



As 



M 



HC 



M. 



Wm + M 




2i i» e, 



0.667 e B +0.6f>7 
037S e r 




M. H -, M c „, en las ecuaciones ( 1 ) a (7): 



♦ 3.133 



♦o.4oo e, 

♦0.667 8, 



♦0.292 i, -0.667 A, -62.50 . 0 

+0.667 A, -0.667 A, -31.25.1, 

♦0.292 A, -0.667 A, +62.50»,) 

0.400 Ü ( ♦0.667 6, +2.933 B, +0.400 B„ +0.667 A, -0.667 A, -10.4: a)) 

0.400 0, +1.372 9,, -0.123 A, +41.67 > o 

+0.123 B„ +0.888 A, -0.923 A, .q 

+0.123 B M -0.375 A, -0.035 A 3 *„ 



+0 667 B. +0.667 



+0.375 B 



Resolviendo el sislem.i de ecuaciones: 



e,= 

A, = 



21.86639 
8.08079 
-25.65519 

15.39190 
-35.29190 
-14.91401 

-4.82706 



Paw c) Cálculo de 'os momentos finales 

= 0.5 x 2 1 .86639 - 0.375 (-1 4.9 i 40 1 ) = 1 6.53 kN - m 
M w = 21 .86639 - 0375 (-1 4.91 401 > = 27.46 kN - m 

M K = 1 .333 x 21 .86639 + 0.667 x 8.08079 - 0.667 (-4.82706) + 0.667 (-14.91401 ) = 27.81 kN -m 
M (fl = 1 .333 x 8.08079 + 0.667 x 2 1 .86639 - 0.667 (-4.82706) + 0.667 (-1 4.91 401 > = 1 8.63 KN - m 
M„ = 0.8 x 2 1 .86639 + 0.4 (-29.655 1 9) - 62.5 = - 55.27 kN - m 
M, H . 0.8 (-25.65519) + 0.4 x 21 .86639 + 62.5 = 50.72 kN -m 
M, , = 0.8 x 8.08 9 + 0,4 x 1 5.39190 - 31 .25 = - 1 8.63 kN - m 
M„ = 0£ x 1 5. Í9190 + 0.4 x «.08079 + 31.25 = - 46.80 kN - m 
M IM « 0.5 1-25.65519) - 0.375 (-14.91401) = - 7.23 KN - m 
: -25.65519 -0.375 (-14.91401) — 20.06 kN-m 

1.333 (-25.65519) + 0.667x15.39190 - 0.667 (-4.82706) + 0.667 í-1 4.91 401)* -30.66 kN-" 1 



' 4 



I5.Í9I90 + 0.667 (-25.65519)- 0.667 (-1.82706) + 0.667 (-14.914011 





-3 J2kr 



MP lO (continuación) 



ti . 

t 



,0^x>5- 3 9l90 + 0.4 '-35.29190)- 41.67 = -4( 47 kN- m 
«0.8 (-35.39190) + 0.4 x I 5.Í9IOO + 41 .67 , ^ _ m 
¿0.2fl6(-35.29l9O)-O.123M.827O6) = -9.5()kN-m 
«0.572 (-35.291901 -0.123 M.827()(>i= _ i9.S9kN -m 



Wd) Reacciones finales y diurnas -lo (ue./a normal, fuer/, corlante y momento 
ilexionanie. 



Viga Cf 



18.63 



50 kN 




5m 



'a 



^ s 5£_ 46.80-l8.63 sl9 37 kN 



2 5 
50 46.80-18.63 



= 30.63 kN 



Viga FH 



43.47 



20 kN/m 



V, 2 « 20x5 + 43.47-19.59 _ 54 78 kN 



v. 



"1 - 



3.47-1939 45.22 kN 



F ^46.80 kN-m 




19.59 kN - 



ni 



EIEMPLO 6.1 f<ontinu.uión> 



55 27 i(tkN/m 




30x5 55.27-50.72 - c 01 ... 
y 9 , a — - — + = 75.9 1 kN 



^ j 3j^_ 5 _ S5.27- 50.72 = 74 p9kN 



Cálculo de reacciones verticales: 

Va s K.i + Vfe s J 9.37 + 75.91 = 95.28 kN 

V D = V n + + V n = 30.63 + 54.78 + 74.09 = 1 59.50 kN 

v c - Vm = 45.22 kN 



Cálculo de reacciones hori/onla 



es: 



H A = M ba +m ah m 16.53 + 27.46 = 



10.99 kN 



, h . ^1^, -20.06-7.23 ^^^ 
'oí 4 

'í;íí 7 



Verilic ación del rquillbrio: 

JV, = 10.99-6.8i-4.16-0 

-95.28+ 159.50*45.22-50-20*5-30x5.0 



6.3 (continuación) 



rycr/J 



normal en la viga Cf : 



M tB *M eí . 18.63 + 27.81 



18.63^, 
C 



48 kN 



r 



27.81 



Fuerza normal en la viga FH: 



Mhc + M CH . -19.59-9.50 



= -4.16 kN 



H 



F u«*a normal en la viga BE 




ta fuerza en CF es de com- 
presión, como se ve en este 
croquis 



La fuerza FH es también de 
compresión 



H - McB + MfK M RA *M AB jh_ 10.99 =4.49 
tac ' '» 



kN 



15.48 — 
10.99 — f- 



La fuerza en BF es de 
tensión 



EfEMPlO 6.3 (continuéción) 



50 kN 
i 



20 kN/m 



i(>k\ m 



10.99 kN — 6.83 kN - — 
95.28 kN | l59.5kN¡ 

16.53 kN.m * 7.23 kN.m 



-4.16 IcN 
45.22 kN 



9.5 kN.m 



Diagrama de reacciones 



-. 19.37 



( - ) 
15.48 

4.49 
I + ) 



4.16 



- ) 



85.41 



I - 



- 



1 -> 



95.28 



159.50 



45.22 



Diorama de fuerzas normales (kN) 



(continuación) 



54. 7B 




10.90 6.83 4.16 



Diagrama de fuerzas cortantes (kN) 



-Í0.97 




27.81 /£* 



16.5» 



7.2i 



Diagrama t\e momento* 



«exionanie. |kN-m> 
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Ejemplo 6.4 

En este ejemplo se ilustra la aplicación del 
método en la resolución de un marco con una 
columna inclinada. La diferencia con marcos 
de columnas verticales radica en las 
deformaciones relativas entre los exiremos de 
los miembros del marco. Como puede verse 
en el croquis del marco deformado, el 
miembro AB tiene una deformación lineal fífl,, 
siendo fifí, j>erpendicular a AB; la viga BC. 
que en marcos con columnas verticales no 
tiene desplazamientos lineales entre sus 
extremos, tiene en este caso un desplazamien- 
to lineal BB, perpendicular a BC; y la columna 
CD tiene un desplazamiento lineal CC, 
perpendicular a CD. Obsérvese que a 
diferencia de los marcos con columnas verti- 
cales, el desplazamiento lineal no es igual en 
las columnas, ya que el desplazamiento BB. 
es diferente al desplazamiento CC, . La 
relación entre los tres desplazamientos puede 
obtenerse observando que el triángulo BB,B, 
es semejante al triángulo ABF; como se 
conocen las dimensiones de este último, a 
partir de ellas se pueden calcular los valores 
relativos de los lados del triángulo BB,B ¿ . Éstas 
se indican en el croquis amplificado del nudo 
B. Nótese que al trazar el croquis del marco 
deformado, se han despreciado las defor- 
maciones longitudinales de los miembros, es 
decir, las producidas por cargas axiales. Por 
esto el punto C, está a la misma altura que el 
punto C, y el punto B se mueve perpen- 
dicularmente a la línea AB. Las deformaciones 
lineales de los tres miembros del marco pueden 
expresarse en función de un solo desplaza- 
miento A que en el ejemplo es la longitud del 
lado H,fí r Con esto el problema tiene tres 
grados de libertad o de indeterminación 
cinemática. 

En el paso a se plantean las ecuaciones 
pendiente deflexión para todos los miembros 
de la misma manera que en los ejemplos 
anteriores. Nótese únicamente que en el 
miembro B( se usó un momento de inercia 21 



y que en el miembro Cf , corno « Un 
el momento está determinado cn!^? , *S 
Tiene por lo tanto un valor fij 0 de "J 0 

Las ecuaciones de equilibrio 1'°^ 



tean en el paso h. Las dos 



Perneras 



que la suma de momentos en los núdftT* t ' n 
son iguales a 0 {ecuaciones I v 2 del VC 
En el nudo C hay que incluir desde f 0 * 
momento M Cf que tiene un valor fijo «2 " 
se ha explicado. La inclinación de la Co fo 
AB obliga a plantear la ecuación de equilk!*! 
de fuerzas horizontales de manera diieim 
la de ejemplos anteriores. Es conveniente 
determinar el punto de cruce de h 
prolongaciones de las columnas AB y co l 
tomar la suma de momentos al rededor de e» 
punto, como se indica en el croquis, yaque 
de esta manera las reacciones y y w 
producen momentos, y las únicas ¡ncógnitasw 
la ecuación son las fuerzas y H a . Ey¿, 
fuerzas pueden expresarse en términos de k» 
momentos en los extremos de las columnas, 

m ab' m ba' M oc y m cd V x P uede P 1 *** 
entonces la tercera ecuación de equilibrio en 

función de estos momentos (ecuación 3 del 

paso b). Obsérvese que el signo de las fuerzas 

H AB y H DC en el croquis corresponde a 

momentos positivos (horarios) en los extremos 

de las columnas. Sustituyendo los momento* 

en las tres ecuaciones de equilibrio se obtiene 

el sistema de tres ecuaciones (4, 5 y 6), cuya 

resolución permite calcular los valores de las 

tres incógnitas 8 B , 6 C y A. 

En el paso c se calculan los momento* 
finales, de barra sobre apoyo, de la manera 
usual. Y en el paso d se obtienen las reac- 
ciones en los apoyos y los diagramas de me 
za normal, tuerza cortante y momen 
flexionante. En este caso, se obtuvieronp - 
mero las reacciones horizontales > ' g 
con las ecuaciones de equilibrio de m ^ 
horizontales del paso 6, y v . 

calcularon las reacciones verticales V * 
a patir de las ecuaciones de equ 

I'. =0 y 27,-0. 
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COLUMNA INCLINADA 



10 ion B 



C ^ lorVm 
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Di 


í 



6 ni 



4m 




Marco deformado 



¿ = S, ñ, 



i„=BS 1 = T A = 1.25A 
4 

^BB ¡ = Ik = 0.754 
4 



4ni 




Nudo B 



***** * libertad: e fl , e c , A; 3 grados de libertad 

*** ^ 3mienut dc _ la > ecuaciones pendien.e-denex.6n p,ra cada miembro: 
W «a * 2 IK 12B A > 0 fl - IR) ± &ab 



EJEMPLO h.4 (continuación) 



Miembro Afí 



K = - = - = 0.20/ 
í 5 

r - = L?L* =0.25 A (positivo porque gira en sentido horario» 



M íB = 2 x 0.20 El {2Q A + 8 B - 075 A) 
M M = 2 x 0.20 £7 (20 s + 9^ -0.75 A) 



Miembro SC 



K = í = ^í = 0.333/ 
£ 6 

A B( - 0.75 A 



R ■ — ■ = — = 0.1 25 A (negativo porque gira en sentido antihorario) 
Mac = 2 x 0-333 El (29 e + 9,: + 0.375 A) 

M CB = 2x 0.333 El (29 c + Q B +0.375 A) 



Miembro CD 



«=- = -=0.25/ 



A (U _ A 
/ 4 



: « 0.25 A (positivo porque gira en sentido horario) 



Vf, „ - 2 x 0.25 El (29, +fl t , - 0.75 A) 
M,„ = 2x0.25f/f26 ( , *e t -0.75A) 



| fM plO <>-4 (continuación) 
Miembro C£ 



wt* 2x4' 



Ordenando la* ecuaciones y haciendo o 





s 0.40 Oft - 0.3 A 






= 0.808,, -0.3 A 




M« 


= 1.332 e fl + 0.666 e ( 


+ 0.250 A 




= 0.666 6 S + 1.3328, 


+ 0.250 A 


Meo 


= 8,-0.375 A 




Hx 


= 0.58, -0.375 A 






= -16 Ion - m 





Pjso 6) Planteamiento de las ecuaciones de equilibrio. 
Ecuaciones de equilibrio en lus nudos: 

Mm + Mbc^O (1) 
Mo+M CD + JW a =0 12) 

Ecuación de equilibrio de fuerzas: 



M 




MI 



t en 



6m 



r- 



... 
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EIEMPIO 6.4 íconlinuéción) 



= M ab +M dc -H /tB xl5-H OÍ -xl2 + 8x2-10x8 = 0 



= M co + Mpc = M rf> + Mqc 
(pe 4 



X M o = -2M* B - 3M M - 3M co - 2M DC - 64 = 0 ( 3 ) 



Sustiluyendo los valores de M AB , M^, M gf , M cg , M co y M K en las ecuaciones 1 . 2 

2. 1 32 6 B + 0.666 9 C - 0.050 A = 0 (4) 
0.666 9 B + 2.332 0 C -0.125 A - 16 = 0 (5) 
-3.2ÜO 6 S - 4.000 9 C + 3.375 A - 64 = O (6( 

Resolviendo las ecuaciones (4), (5) y (6): 

6 fl = -2.150 6 C =8.951 A = 27.532 



Paso c) Cálculo de los momentos finales 

= 0.40Í-2.1 5) - 0.3 x 27.532 = -9.1 20 ton - m 

Moa = 0.80(-2.1 5) - 0.3 x 27.532 = -9.980 ion - m 

M K = 1 .3321-2.1 5) + 0.666 x 8.951 + 0.25 x 27.532 = 9.980 lon-m 

M CB = 0.666(-2.1 5) + 1 .332 x 8.95 1 + 0.25 x 27.532 » 1 7.373 Ion -m 

M CD = 8.951- 0.375 x 27.532 - -1 .373 ton-m 

M IH = 0.50 x 8.951 - 0.375 x 27.532 ■ -5.849 Ion - m 

M/, ' - 1 6 ton - m 



b.4 (conlinuéi inn) 



^ Reaccione, finales y di.,„,.,n„s , ,„ ,„„„,.„ ^ ^ 



1H 



Fn ol paso 6 se estableció que: 



M.y, + M M _ -9.12-q.qfi 
n*fi c ~ , ; ~ -í .fli 



5 



De JV, = 0 (ver figura paso /»: 



Sustituyendo los valores de ll AH y H í}i 



,41-i2í-l + io-.i»-t 



V« = -8.57 ion 



De 



"5 



3 



los valores de V.« V "ah- 



198 Wtoi/o pviHÍfrnU- t fritan >» 



tJÍMPLO 6.4 (continuación) 



El diagrama de reacciones queda como sigue: 



- 9J2 ton ~n 



8.57 ton 




C 



í .8¿ Ion 



- 1.80 ton 



^-^5.85 ton * m 
12.56 ton 



Diagrama de reacciones 



Las cargas axiales en las columnas AB y DC ya quedan determinadas* La carga 
en la viga 6C es igual a la fuerza corlante de la columna DC. 



Los diagramas quedan de la siguiente forma: 




1.8 ton 



12,56 ton 



Diagrama de fuerzas normales 



Mffocfo pendlant+tkftexkin p^j mván i99 



i (continuación) 




Diagrama de fuerzas corlantes 



9.98 ion - m 



1.37 




.Bj ton - m 



9.12 ion - m 



Diagrama de momentos flexionan.es 



PROBLEMAS 



fo.l Resolver las siguientes vigas por el método pendiente-deflexión, trazando I 
diagramas de fuerza cortante y momento flexionante. Usar la tabla 5.1 Pdf(1 Q ¡* 
los momenlos de empotramiento perfecto. 



2 Ion /m 




i Ion / m 



El ■ constante 



5 m 



— H 6 — *H H 

2 m 2 m 4 ni 



(a) 



0 ton / m 



t Ion / m 




2m 2.5 m 2.5 ni 1 



5m 



(b) 



6 ion / m 



15 ion 




1 



10 ton 



h H< >k * 

4m Ini 2.5 m 2 5 m 2m 2m 




b 2 Analizar los siguientes marcos por el método pendiente-deflexión, trazando los 
diagramas de fuerza normal fuerza corlante y momento ílexionante. 



2 ion / m 



Elo 



2 fio 




15 ton 



E-2 x lO+kg/cm 1 
to-- tzOOrm 4 



Elo 



Elo 



4 m 



\\\\\ 



3j 



3 m 



1 3m 



3m 



i ion / m 




l.5tlo 



Fio 



Fio 



I m 



Cfll 




A «i 
(b) 
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4 ton / m 



. 10 ton 




2E1o 




ZElo 


Elo 


Elo 


Elo 





3 m 



w\\\ \\\\\ 
N — H< 

3m 1 3m 1 5m 



10 Ion 



Elo 



\\\\\ 

N— 



(O 



3 lon^ 



iílo 



2Ek) 



ÍElo 



4 m 




6 m 



■* H 

2 m 
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CAPITULO 

Método de Cross para 
vigas continuas 



- i inlroducción / 7.2 Conceptos funda- 
uníales del método / 7.3 Presenlación del 
método / 7.4 Vigas de sección variable 



condiciones de equilibrio en cualquier eta- 
pa del proceso de solución. 

La otra característica significativa del 
método es que permite entender claramen- 
te el funcionamiento de una estructura, la 
forma en que las cargas aplicadas producen 
momentos flexionales y tuerzas corlantes 
en los diferentes miembros de la estructura, 
y el concepto de equilibrio en cada nudo 
de la estructura y en la estructura en su con- 
junto. Como el método está basado en 
conceptos físicos fundamentales, es fácil recor- 
dar o reconstruir el procedimiento cuando 
no se tienen textos de consulta. Por esta ra- 
zón es muy usado en la práctica cuando se 
presentan situaciones en las que hay nece- 
sidad de resolver estructuras sencillas. 



".I Introducción 

El Prof. Hardy Cross desarrolló en el año de 
1932 un método numérico para la resolu- 
ción de estructuras hiperestáticas que alcan- 
zó gran popularidad y que se sigue usando 
ampliamente hasta la fecha. El método tiene 
dos características que lo hacen interesante. 

Es un método numérico de aproxima- 
ciones sucesivas, que evita tener que resol- 
* sistemas de ecuaciones simultáneas de 
un número elevado, como sucede en los 
"Métodos de las fuerzas y de las deforma- 
nones. Cuando el Prof. Cross publicó su mé- 
tQ do, no existían comercialmente, como 
'hora, computadoras que permitiesen 
^*>lver sistemas de ecuaciones en segun- 
**< o fracciones de segundo. Por lo tanto, 
^akwier estructura con un grado de inde- 
, /" ,r,Jf|f >n importante requería una gran 
_*°" f ariimét¡ (a para resolver el sistema de 
ones resultante. Por otra parte, la 
■dón de las condicones finales de 
"•o se tenía que hacer después de toda 
numérica. El método de Cross no 
'"«« I.» necesidad de resolver el sistema 
•ones, niño que permite verificar las 



■ i-i 



7.2 Conceptos fundamentales del 
método 

Más adelante se verá que el método de Cross 
está basado en el método de las deforma- 
ciones. Por lo tanto, los conceptos funda- 
mentales son los mismos en ambos métodos 
y han sido estudiados en el Capítulo 5. A 
continuación se hace un repaso de estos 
conceptos y se introducen algunos otros que 
se usan en el método de Cross. 



7.2. 1 Rigidez angular, (actor de transporte, 
momento transportado y rigidez lineal 

La rigidez angular se definió en la Sección 
5.3 como el momento que hay que aplicar 
en el extremo de un miembro estructural 
para producir una rotación unitaria en di- 
cho extremo. En la figura 5.1 se analizó el 
caso de que el extremo en que se aplica el 
momento estuviese articulado y el extremo 
opuesto estuviese empotrado. Se obtuvo que 
el valor del momento necesario para produ- 
cir una rotación unitaria es: 



40 J 



Rigidez «insular: 




M A8 2 

Figura 7*1. Rigidez angular y factor de transporte en un miembro 
articulado en un extremo y empotrado en el otro 



4E[ 

e 



(7.1) 



Ésta es por lo tanto la rigidez angular 
para un miembro con un extremo articula- 
do y el otro empotrado, y se reproduce en la 
íigura 7.1. 

El caso de un miembro con los dos ex- 
tremos articulados se estudió en la figura 5.2 
de la Sección 5.3. El valor de la rigidez an- 
gular para este tipo de miembros, reprodu- 
cida en la figura 7.2, es el siguiente: 



Es común que en las estructuras se use 
el mismo material para los distintos miem* 
bros. Cuando esto sucede, el valor de £ es el 
mismo para todos los miembros. Como 
además lo que interesa en la mayoría de los 
casos es la rigidez relativa de los diferente* 
miembros estructurales, suele considerarse 
que la rigidez de un miembro con un extre- 
mo articulado y el otro empotrado es 



-1 



(7.3) 



Esta rigidez se denomina rigidez an$a- 
(7.2) lar simplificada. Si se usa esta expresión para 




Rigidez angular: 
Factor de transporte: 



Finura 7.2. Rigidez anqular y (,» im de transporte en un miembro articulado en sus doi e*t"' n "'* 



j 



Concito, f mkto jH Um tftf mHodo 



•OS 




Rigidez lineal 



Figura 7.3. Rigidez lineal en un miembro empotrado en sus dos exvemos 

|j rigidez de miembros como el de la figura 
la rigidez simplificada para miembros 
como el de la figura 7.2, es decir, con los 
dos exiremos articulados, es 



4 



(7.4) 



>a que la relación enlre los valores de las 
ecuaciones 7.2 y 7.1 es precisamente de 3/4. 
la figidez K' se denomina rigidez angular 
vmplifkada modificada. 

El factor de transporte se define como 
¡i 'elación entre el momento que se desa- 
bolla en el extremo de un miembro cuando 
* aplica un momento en el otro extremo, y 
valor del momento aplicado. Asf, si se 
*pl*ca un momento M AH en el extremo A del 
"«erobro de la figura 7. 1 , y en el extremo B 
desarrolla como consecuencia un mo- 
** f,t ° M ba- ^1 factor de transporte del miem- 
™° *B es la relación entre los momentos 
|* y M «- En la figura 5.1 se calculó que el 
m ° m *a es 1/2 del momento M AB Por 



M 



' ar "o, el factor de transporte para un 
^bro como el de la figura 7.1, con un 
articulado y el otro empotrado, es 



2 



(7.5) 



* ün miembro tiene sus dos extremos 
comr, en la figura 7.2, al apli- 



car un momento en el extremo A no se de- 
sarrolla ningún momento en el extremo B. 
precisamente porque está articulado. En este 
caso el factor de transporte vale 0. 

El momento que se desarrolla en un 
extremo como consecuencia de la aplica- 
ción de un momento en el otro extremo se 
denomina momento transportado. Así, en la 
figura 7.1 el momento M BA es un momento 
transportado ya que aparece como resulta- 
do de haber aplicado el momento M AB . en 
el extremo ,4. 

La rigidez lineal se ha definido en la 
sección 5.3 como el valor de los momentos 
que se desarrollan en los extremos de un 
miembro cuando se impone un desplaza- 
miento lineal unitario entre dichos extremos. 
Si los dos están empotrados, como en las fi- 
guras 5.3 y 7.3, los momentos en ambos 
extremos valen, según se calculó en la figu- 
ra 5.3, 



AB 



M SA ~T 



(7.6) 



Si un extremo está empotrado y el otro 
está articulado, como en las figuras 5.4 y 7.4, 
el momento en el extremo articulado es nulo 
extremo empotrado vale 



fit el 



¡El 



.7) 
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Rigidez línea 
3F/ 



M 



AH 



Figura 7.4, Rigidez lineal tín un miembro empotrado en un exlremo y artit ulado en ol otro 



Siguiendo un razonamiento semejante 
al del caso de la rigidez angular, se pueden 
definir la rigidez lineal simplificada 



•-i 



(7.8) 



y la rígido? lineal simplificada modificada 



(7.9) 



Esta úllima es para el caso de miem- 
bros con un extremo empotrado y el otro 
articulado. 



de un nudo rígido. En el extremo O década 
miembro aparecen momentos M t y en lo* 
exiremos opuestos, momentos transportados 
M ti>l donde / son los extremos A, B, C, y 0 
En la figura 7.5b. se muestra la estruciura 
deformada, y se indica que las rotaciones 
de todos los miembros en sus extremoso 
son iguales. 

Los momentos pueden calcularla 
partir de la ecuación 7.1, En efecto, si la ro- 
tación del nudo O tiene un valor 6, el mo* 
mentó en el extremo O de cada miembro 
será igual al valor expresado por la ecua- 
ción 7.1 multiplicado por 9. Por lo tanto, 



7.2-2 factores de distribución 

Supóngase que se tiene una estructura como 
la de la figura 7,5a. constituida por varios 
miembros que concurren en un nudo rígido 
O, con sus extremos opuestos empotrados. 
Se dice que un nudo es rígido cuando el 
ángulo formado por dos miembros cuales* 
quiera no í ambia al girar el nudo. Los miem- 
bros de esta estructura tienen diferentes 
longitudes y momentos de inercia, de tal ma- 
nera que la relación K - / / t es diferente 
lambtfn para cada miembro. Si en el nudo 
O i\v vu\,\ rstriK tura so <ipli< ,i un momento 
Mq, el nudo sufre una rotación 0 que es la 
misma que sufre cada miembro, por tratarse 



donde K t representa el valor de la relación'/' 
para el miembro i 

Por otra parte, la suma de los momen- 
tos M ot tiene que ser igual al momenw 
aplicado M iy Esto permite establecer 
ecuación 

Ocspfi.uulo el valor de 8 iio «M 






' a > <b) 

Figura 7.5. Deformaciones en un nudo rígido y momentos transportados 



v sustituyendo este valor de 6 en la ecua- 
ción 7.10: 



K. 



I*. 



(7.13) 



La ecuación 7.13 expresa que el mo- 
hiento que corresponde a un miembro i es 
'ftwlal momento aplicado M u multiplica- 
do por un factor que es igual a la rigidez 
Eticada del miembro K ( dividida enire 
^ «ana de las rigideces simplificadas de lo- 

Iíh miembros que concuren en el nudo 
Eüe factor es el que se define como 

****** diurtbuc/ón del miembro i . Por 
namos a los factores de 
'"'¡hwión con la notación FD. se tiene 



(7.14) 



Con 



*se en esta ec ua< ión se nue» 



- «i factor de distribución de un 
o baira de una e»lruc tura es igual 



a su rigidez simplificada dividida entre la 
suma de las rigideces simplificadas de todos 
los miembros que concurren en el nudo. De la 
ecuación 7.1 4 se deduce que la suma de los 
factores de distribución en cualquier nudo 
tiene que ser igual a la unidad. 

En la figura 7.5 se planteó una estruc- 
tura que tenía empotrados todos los extre- 
mos opuestos al nudo central. Si algunos de 
los extremos opuestos estuviese articulado, 
la ecuación 7.14 sigue siendo válida si se 
utilizan las rigideces simplificadas modifi- 
cadas (ecuación 7.4) para dichos miembros. 
Y si el módulo de elasticidad E no fuese cons- 
tante, se deben utilizar las rigideces sin sim- 
plificar para cada miembro. 

En todas las deducciones anteriores se 
ha supuesto que el momento de inercia / es 
constante a lo largo de las barras o sea. que 
se trata de barras prismáticas o de sección 
constante. Si no se cumple esta cond.aón, 
f a5 ecuaciones para calcular las rigideces 
InXes V line..l« sufren mod.í.cac.ones 
2 5 Wfán pósteramente. Sm embargo. 

l^SSS su 8 va.or numérico 
fespecto al «le barras P ..smá.,cas. 
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7.3 Presentación del método 

A continuación se présenla el método de 
Cross .1 partir de un ejemplo que consiste en 
la resolución de la viga continua que se re- 
solvió en el ejemplo 5.2 con el método de 
las deformaciones. Esle ejemplo está desa- 
rrollado en forma más explícita que la usa- 
da normalmente, con el fin de ilustrar los 
diferentes pasos a seguir. 

Ejemplo 7.1. A partir de los datos del pro- 
blema, se calculan en el paso a las rigideces 
angulares simplificadas de cada miembro, 
con la ecuación 7.3. Estas rigideces quedan 
en función del término l o . 

Después se calculan, en el paso 6, los 
factores de distribución. A diferencia de las 
rigideces, que son únicas para cada miem- 
bro, los factores de distribución deben 
calcularse para cada extremo de cada miem- 
bro; por ejemplo, para el miembro BC se han 
calculado el factor de distribución en el ex- 
tremo fl, que es FD K y en el extremo C, que 
es Fp CB . La suma de los factores de distri- 
bución en cada nudo cumple con la condi- 
ción de ser igual a la unidad, asf FD B . más 
fD^-es igual al. 

En el paso c se han calculado los mo- 
mentos de empotramiento perfecto \j en cada 
miembro de la manera usual. Se recuerda que 
en la Tabla 5.1 se presentan ecuaciones para 
el cálculo de estos momentos. 

la ejecución del método se ilustra en 
el paso d y en la figura 7.6. En el croquis del 
paso d se han anotado los factores de distri- 
bución en los recuadros que aparecen en la 
parte superior de los extremos de los miem- 
bros. En el renglón (1), se han asentado los 
momentos de empotramiento perfecto con 
sus signos correspondientes. En esta etapa 
«• ha supuesto que iodos los extremos de 
los miembros están empotrados, como se 
indica en la figura 7.6-a. 

Si se analiza el nudo B en la figura 7 6- 
a. se puede ver que no eslá en equilibrio, ya 



que los momentos a ambos lado, ^ 
son diferentes. La suma de estos H n * fc > 
tos da como resultado „ n ° Srn °>n. 
anlihorario, o sea negativo, de is't!}^"''» 
Si se supone ahora que se retira i** 1 * 
Iramiento que se había introducid 
nudo B, la viga giraría como se m * 
la figura 7.6-6, puesto que el nud^"*'* 
en equilibrio. El giro o rotación en h 
es igual al que tendría si se inirod^ 
momento de equilibrio igual y J*"* 
contrario al de desequilibrio com 
muestra en esta misma figura. En otras 1? 
bras, para que el nudo B quede em Mtf ¿ 
como en la figura 7.6-a, es necesario», 
exista un momento negativo o antihorario* 
15.62 ton-m; es un momento de oeseQuili. 
brío en el nudo. El nudo se puede líber* o 
soltar introduciendo un momento igualvdr 
sentido contrario al de desequilibrio; en este 
caso un momento positivo de 15.62 ton-m. 
como se indica en la figura 7.6-6. Ahora 
bien, al introducir el momento de equilibrio, 
se desarrollan momentos en los extremo* 8 
de los miembros BA y BC. Cada unodeev 
tos miembros toma una parte del momento 
de equilibrio, igual al valor de este momen- 
to mut ¡plicado por el factor de distribución 
del miembro. Esto se ha calculado en el ren- 
glón (2) del paso d y en la figura 7.6-c o 
valor de +6.94 es igual al momento « 
+ 15.62 por el factor de distribución « 
0.444, y el valor de +8.68 es igual a +TS.62 
por el factor de 0.556. 

Los momentos que se desarrollan en ** 
extremos B de los miembros BA y BC. P ,Cf 
ducen momentos transportados en lo* 
mos A y C de estos mismos miembros, 
cuales permanecen empotrados. Con* 
factor de transporte es 1/2 (ecuación /•> ■ 
filo en A es la mitad de 6.94 
en C es la mitad de 8.68, en «*»* 

- ¡noV J r 



momento 
mentó 



Estose 



casos con el mismo signo. ■ 
el renglón O) del croquis del pasofl v ^ 

figura 7.6-c. En el croquis se * 
pequeñas flechas el origen V *** 



(i) 



(bi 



(di 



(el 



tfl 



A 

12.50 

L 



f 



12.50 B 28.12 



AWBIHMfl lU't mátntlo 409 
28.12 0,7^8 



B.89 D 



Momentos de empotramiento perfecto (renglón 1, 
15.62 




Í.47 



Momento de equilibrio en el nudo B 
6.94 8.68 4.34 




Distribución de momentos en el nudo B y transporte a los nudos A y C 

(renglones 2 y 3) 




Momento de equilibrio en el nudo C 
4.40 8.81 5.87 



2.93 




Distribución de momentos en el nudo C y transporte a los nudos 8 y O 

(renglones 4 y 5) 

4.40 




Momento de equilibrio en el nudo B 
0.97 195 2.45 




Distribución de momentos en el nudo B y transporte a los nudos A y G 

(renglones 6 y /) 

1.22 



+ 




Momento de c<l 



uilibrio ene. nudo 




el nudo C (renglón 8) 



wnudón gráfkide ' « 
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los momentos transportados, del renglón (2) 
til renglón f3). 

Se puede analizar ahora el nudo C de 
la misma manera que se hizo con el nudo fl. 
Fn la figura 7.6-a se puede ver que existía 
un momento de desequilibrio de +28.12 * 
17.78 x +10.34 ton-m. Además, al soltar el 
nudo B P se transportó al nudo C otro mo- 
mento de + 4.34 ton-m. El momento total 
de desequilibrio en esta etapa es entonces 
de +10.34 + 4.34 b 14.68. Rira soltar el nudo 
Ces necesario, por consiguiente, introducir 
un momento de -14.68 como se muestra en 
la figura 7.6-d. Este momento de equilibrio 
produce momentos en los miembros CB y 
CD, en proporción a sus factores de 
distribución, de donde resultan los valores 
de -8.81 y de -5.87 que aparecen en el 
renglón (4) del croquis y en la figura 7.6-e. 
Estos momentos, a su vez, transportan mo- 
mentos de -4,40 y de -2.93 a los nudos 
opuestos B y D, como se indica en el ren- 
glón (5) y en la misma figura 7.6-e. 

Los nudos A y D, como están empotra- 
dos, no necesitan ser equilibrados. No se 
requiere realizar en ellos las operaciones que 
se han realizado en los nudos B y C. Sin 
embargo, si se analiza de nuevo el nudo B, 
se puede ver que el momento de -4.40 que 
se transportó desde el nudo C lo volvió a 
desequilibrar. Por lo tanto, debe introducirse 
ahora un momento de equilibrio de +4.40, 
como se indica en la figura 7.6-f. Repitien- 
do el procedimiento, se calculan los momen- 
tos de +1.95 y de +2.45, multiplicando el 
momento de +4.40 por los factores de 
distribución de los miembros BA y BC, res* 
peciivamente. Estos momentos, a su vez, 
transportan momentos de +0,97 y de +1,22 
a los nudos A y C renglón {7) y figura 7.6-g. 

Ahora es el nudo C el que se desequili- 
bra por efecto del momento transportado de 
+ 1.22. Se equilibra con uno igual y de sen- 
tido contrario, figura 7M-h, que produce 
nuevos momentos en los miembros CB y CD, 
renglón (8) y figura 7.6-/\ 



Se puede ver en el croquis del Da 
en la figura 7.6. que los momentos * ¿* 
equilibrio que aparecen en los nudos w>n 
vez de menor magnitud. Por ejemplo ^ 
nudo B el primer momento de desen*. it** 
fue de -15.62 ton-m, el ^e 8 undo!T^ 
ton-m, y si se hubiese continuado el 0f 
cedimiento con nuevos ciclos de equHjhJ 
y transporte, hubiese aparecido un momer* 
to de -0.36 ton-m, que es la mitad del 
momento de -0,73 ton-m que hay en el n U{ u 
C en el renglón (8). El procedimiento va 
convirgiendo a momentos cada vez más«u 
queños. Por esta razón, se puede detener eq 
cualquier etapa y sumar todos los mom^ 
tos de cada columna para obtener los moJ 
mentos finales. Conviene, sin embaraoJ 
detenerlo después de una etapa de distribuí 
ción y no de una de transporte, ya que en la 
primera todos los nudos están en equilibra 
En el ejemplo, se detuvo después de la diJ 
tribuí ion de momentos del renglón |8) y si 
sumaron los valores de cada columna para 
calcular los momentos finales del renglón i9ñ 
Conviene comparar lo que se ha reala 
zado hasta ahora con la resolución deesa 
misma viga en el ejemplo 5.2 con el mém 
do de las deformaciones. En el paso cdm 
ejemplo 5.2 también se soltaron los nudo| 
de la viga uno a la vez y se calcularon 
momentos que aparecían en el nudoque^ 
soltaba y los momentos en los nudos opuc 
tos, o sea, los momentos transportados- r&i 
estos cálculos se hicieron en términos de n| 
taciones desconocidas 8, y después 
plantearon las ecuaciones de equilibrio 
cada nudo en términos de las misma> n* 
ciones, con lo cual se llegó a un *^ J T 
ecuaciones. En el método de Cross, al soj 
los nudos, los momentos en los m,em \j 
que concurren en el nudo y lo* nl0fTH ^3 
transportados se calculan numéncanjei 
se equilibra un nudo a la vez. Pero ai 
un nudo dado, se desequilibran ,0 *. |jh — 
opuestos y es necesario volver j eq* ^ 
los en un nuevo ciclo. Esto evita W 



I s ¡stema He ecuaciones pero es 
0*¡* io hjeer varios ciclos de distribución 
»' ,sJ " (|(t .'para aproximarse cada vez más 
. ^"'judo exacto. Una de las ventajas del 

1 "ví o* 1" e conv0f,íe muy rá P if temente, 
""í^uecon 3 o 4 ciclos se llega, por lo 
,| j momentos finales muy cercanos 
^obtenidos con una solución cerrada, 
la del método de las deformaciones. 
lC wior puede comprobarlo comparando los 
genios finales del renglón (9) con los 
(i kr U ladosen el ejemplo 5.2. 

En el paso d sc m ue$tra un<1 ejecución 
^naiiva del método de Cross, basado en 
v«mi*mo$ principios fundamentales ya ex* 
olícados. £1 renglón (1) es igual al de la eje* 
cücíón anterior, muestra los momentos de 
empotramiento perfecto. En el renglón (2), 
* tan equilibrado simultáneamente los nu- 
dosBy C En este último, el momento de 
desequilibrio es únicamente la diferencia 
ertre los momentos de empotramiento per- 
irtto, yaque no hay momento transportado 
comoen la ejecución anterior En el renglón 
transportan, simutáneamente también, 
Wos los momentos que aparecieron en el 
wgión anterior Estos momentos transporta* 
ta producen nuevos momentos de dése* 
qtffrioque se han equilibrado en el renglón 
: por eiemplo, el momento de -3.1 0 ton- 
nudo C se equilibró con un momento 
**l-10que se distribuyó entre los 
r -*mt>ro$ BA y BC de acuerdo con sus 

de distribución. En el renglón (5) se 
JJlan nuevos momentos de transporte que 
j*** a desequilibrar a los nudos B y C 
' tftjtlón (6) se vuelven a equilibrar, y 

>fc í ¿ en *' oncs l7) y ,8t se hace un nuev ° 
**iT Uansp0f ' 0 v distribución. Obsérve- 
O k*Y momentos transportados de 
B ¿™ r4rr >'«?nlos A y O a los nudos B y C 
A empotramientos no se desequili- 
r *:r ibtr momentos transportados; es 
1 empotramientos absorbiesen 
*h \7. fnorn «ilo transportado que red- 
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que en prirnera w un nudo ¿ ^ 

vez, mientras que en la segunda se equilibran 
odos simultáneamente. En ambas, los momen- 
tos de desequilibrio son cada vez más peque- 
nos, y se va convergiendo a los momentos 
exactos. Aunque se observan pequeñas dife- 
rencias en los momentos tíñales de las dos eje- 
cuciones, éstas tienden a desaparecer si se 
hacen más ciclos de transporte y distribución. 

Por lo general, la convergencia hacía 
los momentos exactos es más rápida con la 
primera ejecución y el número de operaciones 
es también menor. Sin embargo, la segunda 
facilita más la mecanización del procedi- 
miento, ya que se hace un ciclo completo 
de distribuciones y luego otro completo de 
transportes; esto evita posibles confusiones 
en estructuras complejas. Si se usa la primera 
ejecución, conviene empezar equilibrando 
los nudos que tengan mayores momentos de 
desequilibrio, porque así es todavía más 
rápida la convergencia. En la segunda 
ejecución, no influye con qué nudo se 
empieze. La segunda ejecución es más usual 
que la primera, por lo que es la que se 
empleará en los ejemplos posteriores. 

Para completar este ejemplo, se han 
ilcutado en el paso e los diagramas de fuer- 



ca 



Hscortañies y momentos tlexionantes. Para 
ello se obtuvieron las reacciones en los 
miembro a partir de las cargas 



extremos de cada miembro a partir de las cargas 
aplicadas y de los momentos en los exire- 
mos va calculados. Debe recordarse que 



"tomento* finales se obtienen. 



indos estos momentos son de apoyo sobre 
í Sfc*M> de las cargas. Por e,emp£. 
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EIEMPIO 7.1. RESOLUCIÓN DE UNA VIGA CONTINUA 
CON LOS EXIREMOS EMPOTRADOS 



I1AH >S 



20 Ion 



15 ion 15 ion 



20 ion 



D 



0 jgÍ^zotU 

i " 0 ! 250 ! 3 I 



2 I 1 I 2 I <m 



Paso a) Cálculo de rigideces angulares simplificados 



Kab =| = 0.20/ 0 



8 



Ka> = £ = 0.167/ 0 



Paso 6) Cálculo de factores de distribución 



0.20 



Kab+Kk 0.20 + 0.25 



= 0.444 



ron* 



'Sí 



0.25 



*a»+ k bl 0.20 + 0.25 



= 0.556 



m K *c 0.25 
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culo de momentos de empotramiento perfecto 



8 
Pl 



20 x 5 

=-12. SO lon-m 

8 



r; _+í^ s +12.50lon-m 



\1r.\ 



8 



Pab 2 Pa 2 b 15x3x5 2 15x3 2 x5 
Stc- — S 7T~ ' 



/»a 2 6 Pab 1 



a »2 



8' 



= +28. 1 2 ion - m 



8 2 




= -28.12ton-m 



Pab- 20x2x4 



2 



f 6 ¿ 
Pa 2 b 20 x 2 2 x4 



= 17.78 lon-m 



= 8.89 lon-m 



teod) Ejecución del método 



B 



0.444 


0.556 


— 1 — Á 





0.600 





- 12.50 








♦3.47 












•0.97* 






- a,ofc 



♦ 12.50 
,+6.94 



-28.12 
+8.68 



. 1 9' 



► 21. V» 



- 4.40 
+2-45 



21. i9 



Té 



♦28.12 

+4.34 
-8.81 



•1.22 
OT3 
Í4.I4 



0.400 



- 17.78 *8.89 



.5.8; 



-0.49 
-24.14 



~--2.93 



.5.91. 



Momeólo* 
finales 
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Ejecución alternativa 
A 



li 



0.444 



0.556 



o 



0.600 



777 777 



0.400 



(DM 

12) la. Distr. 

(3) ler. Transp. 

(4) 2a. Distr. 
(5t 2o. Transp. 

(6) 3a. Distr. 

(7) 3er. Transp. 
18) 4a. Distr. 



- 12.50 


+ 12.50 


-28.12 


+28.12 


-17.78 


+8.89 




+6.94 


+8.68 ^ 


,-6.20 


-4.14 




+3.47 ■ 


0 


-3.10 r" 


+4.34 


0 


-2.07 




+ 1.38 


+1.72 ^ 


^^^,-2.60 


- 1.74 




+0.69 ^ 




-1.30 ^ 


+0.86 




-0.87 




, +0.58 


+0.72 


^-0.52 


-0.34 




+0.29 




-0.26 - ' 


> +0-36 




> -0.17 




+0.12 


+0.14 


-0.22 


-0.14 




-8.05 


+21.52 


-21.52 


+24.14 


-24.14 


+5.78 









Momentos 
("¡nales 



Paso e) Obtención de diagramas de fuerza corlante y momento flexionante 
Viga AB: 

20 Ion 



8.05 



21.52 ion - m 



77^ . 



t . 2.50 m ^ 2.50 m [ 



Viga SC: 



V A =~- 



20 21.52-8.05 



2 5 
20 21.52-8.05 



= 7.31 ton 
= 12.69 ton 



Pt 20x5 
M, s — =■ = 25 ton-m 



21 52 
0 



15 1 5 Ion 



24.12 lon-m 
C 



3 m | 2 m ^ j m ^ 



V fl , = 15- 



24.14-21.52 
8 



= 14.67 ton 



y ri ,1 5+ 24 - l4 - 2l - 52 *15.33.oo 
" B 

M, ~ 15x3 = 45 ton-m 
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Ejemplo 7,2. En el ejemplo anterior, los dos 
exiremos de la viga estaban empotrados. En 
este ejemplo se ¡lustra la forma de tratar ex- 
tremos libremente apoyados, como el extre- 
mo A de la viga mostrada. 

Se observa, en el paso a f que ta rigidez 
angular simplificada de la viga AB se calculó 
con la ecuación 7.4, o sea, es la rigidez 
angular simplificada modificada que 
corresponde a una viga como la mostrada 
en la figura 7,2* El momento que habría que 
aplicaren el extremo B para producir un giro 
unitario, es igual a las 3/4 partes del que 
habría que aplicar si el extremo A estuviese 
empotrado. Esto implica que en la ejecución 
del método, como se verá más adelante, no 
será necesario empotrar el extremo A en 
cada ciclo y después liberarlo. Las rigideces 
angulares simplificadas de las vigas SC y CO 
se calcularon, en cambio, con la ecuación 
7.3, ya que en la ejecución del método sí 
será necesario empotrar los nudos 5 y C y 
después liberarlos. 

Los factores de distribución se calcula- 
ron en el paso b con la ecuación 7, 1 4, pero 
usando la rigidez modificada de la viga AB. 

En el paso c se calcularon los momen- 
tos de empotramiento perfecto con las 
ecuaciones correspondientes a carga unifor- 
memente distribuida y a carga concentrada 
en el centro del claro (Tabla 5.1), En este 
paso se ha supuesto que la viga AB está 
empotrada en ambos extremos, por lo que 
será necesario eliminar posteriormente el 
momento en el extremo A. En el ejemplo 
siguiente se ilustra una manera alternativa 
de considerar que el extremo A está 
articulado. 

La viga se resuelve en el paso d con la 
segunda modalidad de ejecución presenta- 
da en el ejemplo 7,1, o sea, equilibrando 
lodo* los nudos en el mismo renglón, en vez 
de equilibrar uno en cada renglón. Así, en 
el renglón U) se ha introducido un momen- 
to de +10,67 para eliminar el momento de 
empotramiento perfecto en el extremo A, 



donde el momento debe ser nulo* 
nudofi se ha Introducido un mom^** 1 
equilibrio de -3.1 7 para eliminar elmg 
to de desequilibrio de +10.67 - 7 jrj" 
3-17; en el nudo C, un momento deeoV 
brio de +1-50; y en el nudo D el momp 
de equilibrio que se introduce es nulo 
que el extremo D de la viga está empotré 
y, por lo tanto, no existe en él momentodí 
desequilibrio. Estos momentos ele equilib* 
se han distribuido, en el mismo rengl^ 
entre los miembros que concurren a cadj 
nudo de acuerdo con sus factores de distri. 
bución. Por ejemplo, el valor de -1 ,36 e$H 
producto del momento de equilibrio fe 
-3-17, en el nudo B t por el factor de distri- 
bución de 0.428. 

En el renglón (3) se ha efectuado el póJ 
mer ciclo de transporte. Obsérvese que no* 
hay momento transportado del extremo 0 ¿I 
extremo A de la viga AB t ya que este último* 
está articulado y, por lo tanto, se está en el; 
caso de la figura 7.2: un momento aplicada 
en 8 no produce momento en A. En todos- 
Ios otros casos, el factor de transporte es 1/2, J 

En el renglón (4) se ha hecho el segurJ 
do ciclo de distribución. Nótese que en d] 
extremo A ya no hay momento, por lo qud 
no se introduce ningún momento de equilnj 
bno. Tampoco hay que equilibrar el momenJ 

to de +0.30 del nudo O, ya que, como se 
dicho, el empotramiento absorbe cualquíel 
momento transportado que reciba. 

El proceso se detuvo después del tertffl 
ciclo de distribuciones, en el que va ^P^^J 
momentos relativamente pequeños en COi *¡*| 
rae ion con los momentos de empotramtffljj 
perfecto del primer renglón. Suma ^'^^3 
de < ada < olumna, se obtuvieron los momenwj 
finales, Se comprueba que lí*Tm>nu?nk*J L ^ 
lado de los nudos son iguales y de >»8^J 
contrario, por lo que los nudos esM" 
equilibrio. 

En el paso e se obtienen los diJ* 
de fuerza cortante y de momento j 
nanie. Se ha analizado cada iranio ne -1 




njjs aplicadas y los momentos de 
¿fi^'&e barra calculados en .-I [)<lso 



' obsérvese que el signo de los 

fl\0' 



j*^¡¡¿ ^ los extremos de cada tramo es 



"^^oWenido en la ejecución del méio- 
''"Ca <ada "amo se han calculado l.is 
* M** V el momento isost.ilit o ,Ví. o sea, 
^ m enwqu e P forfu< irían las cargas en iir; (! 
'"libremente apoyada. Calculadas |, JS 
jnoes, « trazó, a partir de sus valores \ 
^.¿rfris aplicadas, el diagrama de fuer/.i 
^tt. Por ejemplo, el valor de 6.49 es la 
^cidr» V A en el extremo A; el diagrama 
fr^ne linealmente por efecto de la carga 
^jüidaenel tramo y en el extremo /{ 
el valor de 6.49 -2x8 = -9.5 1 , que 
^icidecon la reacción calculada V J(r Oe 
similar se calculó el resto del diagrama, 
los momentos negativos que se mues- 
unen el diagrama de momentos flexio- 
-uríesson los calculados en el paso o*. Como 
^momentos calculados son de apoyo sobre 
*ta, los ílexionantes tienen el mismo signo 
s> ka extremos izquierdos de cada barra, y 
»po contrario, en los extremos derechos, 
"i* eso los momentos flexionanles en los 



■•Poyos B, C y o son 

men, °s Pos ( ,i Vos ™ Los mo. 

«Etílico M, el pro^r^ 3 '™"""»» 
"«Sativos en los é x ^m p ' mompnto * 
valor de +5.07 en i° S ' e Í frm P'o. el 
diferencia entre el m« ' ram ° C0 es 'a 

cortante nula, y calculando después el valor 
d< momento positivo en este pumo. Al final 
del ejemplo se ilustra el cálculo del 
momento positivo máximo en el tramo CD 
La drstancia x es la que existe entre el 
empotramiento O y el punto de fuerza 
cortante nula. Por triángulos semejantes, 
véase el diagrama de fuerza cortante, sé 
calcula este valor y después se determina el 
momento flexionante en este punto. Puede 
verse que la diferencia entre el momento 
máximo y el momento en el centro del claro 
es muy pequeña en este caso. 



UíMPLO 7.2. RESOLUCIÓN DE UNA VICA CONTINUA CON UN EXTREMO 
APOTRADO Y EL OTRO ARTICULADO 



2 lon/m 



21 



tí ni 



1 5 ton 

B 




i ton'm 




2 m 2 m 
. 1- ' 



li Itl 



d« las rigideces angulares simplificada» 



4 4x8 



(ecuación 



7.4) 
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HtMPLO 7.2 leonlinu,uión¡ 



V =^-=0.25/,, 



o 



5*50 b) Cálculo de los factores de distribución 

0 ' 87 =0-428 
M 0.187*0.250 



fifr. °- 25 ° g 0.572 
81 0.187 + 0.250 



FP C8 , 0250 =0.600 
^ B 0.250 + 0.167 



fQ co= 0167 =0 .400 
CD 0.250 + 0.167 



Paso c) Cálculo de los momentos de empotramiento perfecta 

n Wt* 2x8 2 

B = — ÍT = 12~ = " 10,67 ,on - m 



M M -*— = -^- = +10.67 ton-m 



f*V 15x4 

Htc = ~T" = o — = _ 7.50 ton-m 



ri Pt 15x4 _„ 

M fB = *-r-* „ =+7-50 ton-m 



n wi- 3x6'' 

co 3 — ÍT = — TT~ " ,on ' m 



r, wt 1 Jx6' 

M ix. ■ f "ti" ■ *~^2~ " + 9 - 00 lon-m 



[MPlO 7 - 2 (continuación) 



Pji0 d) Ejecución 
A 



del método 



<I>M 

121 1 j. [JiSlf. 

liiler.Transp. 
MI 2a. DfSlr. 
t92o.Tran$p. 
ftl3a.Distr. 



-10.67 
t 10.67 
0 
0 

o 
o 



+10.67 
-1.36 
+5.33 
-2.47 
0 

-0.12 



-7.50 

- 1.81 

+0.45 

-3.31 

+0.27 

-0.15 



0 



+ 12.05 -12.05 
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0.428 


0.572 


. 0.600 1 0.400 ~~| 




y 

rrr 


w 





+7.51) 
+0.90 
- 0.90 
+0.54 
-1.65 
+0.99 



■7.38 



-9.00 
+ 0.60 

0 
+ 0.36 

0 

♦ 0.66 



i 



+0.3 ) 



+0.1 



-7.38 



+ 9. 



Momentos 
8 finales 



fe»e) Obtención de diagramas de fuerzas cortanies y momentos (lexionantes 



A 2 8 



420 Uet.»/,. ,u< (>.>»% nji- 



fíff.i% tonlínuj* 



EIEMPIO 7.2 (conlhwaüón» 



Vifia fiC 



15 ion 



12.05 



7.38 ton - m 
C \ 



2 m 



2 m 



w. =— ■ 



Pl 15x4 



= 15 ton-m 



Viga CD 



7.38 
C 



3 lon/m 



9.48 ion - m 
O 




3x6 9.48-7.38 

V C2 = — ; = 8.6^ ion 

¿ o 

3x6 9.48-7.38 „ 
v o = ~r- + : =9.35 Ion 



6 m 



w( 2 3x6 2 
M, = — = —— = 13.50 lon-m 
o o 




l'i.iKfam.i ik- fuer/a cortdnlc 
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10.54 




12.05 



V.4H 



Diagrama de momentos flexionanies 
Cálculo del momento positivo máximo en el tramo CD: 



3torVm D9 : 48 




9.35 



9.35 8.65+9.35 



x = 3.12m 



M, = -9.48 + 9.35x3.12- 
M x =5.09 ton-m 



3x3.12-' 



7.3. Se ilustra otra manera de resol- 
n '*ma viga riel ejemplo anterior, en 



4* 



*e toma en cuenta, desde el cálculo 
tomentos de empotramiento 



Ir» 

SÜH 10 ' ,,u " 'a viga Al! está arlic ulada en 

»l fá "ulode las rigideces angulares y 
**U ** distribución, pasos a y />. 
*" ** iw^ 0 <|Ue e " e ' °Í'' m l ) '" anterior. Pero 

0 doblemente empotrada, se 
'""ulada en A y empotrada en 

"* n por lo tamo igual a 0 y el 



de i?,» según la Tabla 5. 1 , es igual a wfí 1 8. 
Ahora, al hacer la primera distribución, ya 
no hay que anular el momento de 
empotramiento en A, ya que es nulo desde 

d Modelos calculo, es igual que en 
p| -(ampio anterior. Se puede ver que se 
iTa resultados muy parecido, L* pj¡¡£ 

i 8 » para observar cómo 
disminuyen las diíerenca, 



A22 hiHixh> rft 1 C'o» pj/j vIrí* tontinuA* 



Esta manera cíe resolver el problema es los en la tercera distribución son niá s 

mas conven ien le porque- se empieza con va- queños que los del ejemplo 7.1 w¡f , q 

lores de Ion momentos más parecidos a los los momentos finales son m.1* < ercanos 

valores finales. Puede verse que los momen- valores exactos. 



EJEMPLO 7.3. RESOLUCIÓN DE LAVICA DEL E|EMPLO ANTERIOR CALCULANDO 
EL MOMENTO DE EMPOTRAMIENTO M HA CON EL EXTREMO ARTICULADO 



t JATOS: 



15 ton 

2 ion/ m 8 C i lon/m 





24. émk 'o évh 'o 

8 m , 2 m , 2 m , 6 ni 



Paso a) y paso b) iguales a los del ejemplo 7.2 
Paso c) Cálculo de los momentos de empotramiento perfecto 
M AB =0 



17 \vl ! 2 x 8 2 

Hm= + — = +— — = +l6ton-m 



r; W 15x4 „_ 

Bi = ~T = — 8~ = " 7 - 50ton - f " 



rj 15x4 

- + j = * — — = +7.50 Ion - m 



M t*' ■ +— * +9.00 Ion -m 



[)(MPt0 7.3 ft-on//nwac/on> 



ii") 



^Ejecución del método 



-4 
I 



rrrrrr 




H 



0.42H 



0,572 



// / / // 



».tm 



0.400 






0 


16.00 


- 7.50 


+7.50 




.U.Di*. 


0 


-3.64 


-4.8b 


+0.90 


+ 0.60 


ID ler.Tf.imp. 


0 


0 


+0.45 


-¿.43 




4 ;a Disif. 


0 


-0.19 


-0.26 


+ 1.46 


+ 0.97 


tS 2a Trartsp. 


0 


0 


+0.73 


-0.13 


0 




0 


-0.31 


-0.42 


+0.08 


+ 0,05 




0 


+11.86 | 


- 11.86 


+7.38 


-7.38 



""■ Momentos 
>- ?8 tirul« 



fffmplo 7.4. El mélodo de Cross resulla con- 
tente para resolver vigas con asenta- 
*wtos en los apoyos. En este ejemplo se 
fal'« la misma viga de los ejemplos 7.2 y 
P«o sin cargas y con un asenlamienlo 
«¿croen el apoyo B. 

, ri S'deces angulares y los factores de 
¡?T¡*' on ' como solo dependen de las pro- 
¿J** 40 ^ la viga y no de las acciones que 
" dn en ella, son iguales a los de los 
plos anteriores. Los momentos de 



**Vrti„ 



^Mmienio perfecto se desarrollan aho- 
* efecto de las cargas, sino <lel asen- 
e " el apoyo 6, Si se supone que 
*^to aplaza linealmenle hacia 

•^Kj ' Ue w ' m foducen empozamientos 
en los nmlos 8 V C el tramo 



r*<-u¿¿' port,u< 



situación de la viga de la 
el extremo A continúa 



**** 7\ *' ,ramo Bc en ,a de ,a viíiiI <íe 
■*• El momento de empotramiento 



perfecto \f RA se puede calcular entonces con 

la ecuación 7.7 y los momentos M K y M CB 
con la ecuación 7.6, multiplicando en ambos 
casos el segundo miembro por el valor del 
desplazamiento, ya que las ecuaciones se 
obtuvieron para un desplazamiento unitario. 
Nótese que en el tramo CD no aparecen 
momentos de empotramiento perfecto 
porque no hay desplazamiento relativo entre 

sus extremos. . 

Es importante tener claridad en el signo 
de los momentos de empotramiento produc.- 

""toT., n e t cuerda que une lo. 



4 j4 W<«l'> >!'■ ' "•" ' 




(al Giro horario, momentos negativos 



Ib) Giro antihorario, momentos 



Figura 7.7. Stjíno <!<• lo^ momentos de apoyo sobre barr,i producidos po< f Ic-spl.i^jrrii.-riff 



momentos son positivos. Esta es la misma 
convención de signos usada en la sección 
6.3.1 para el método pendiente-deflexión. 

Una vez obtenidos los momentos de 
empotramiento perfecto, el método se ejecuta 
igual que en los ejemplos anteriores. Esto se 
ilustra en el paso d. También los diagramas de 
tuerza corlante y momento flexionante se ob- 
tienen de la misma manera, como se muestra 
en ei paso e, con la observación de que no 
hay cargas aplicadas a las vigas, sino sólo 
momentos en los extremos. Si se observa el 
signo de las reacciones, se puede ver que la 
reacción en el apoyo 8 es hacia abajo, lo que 
«ndica que la viga tiende a regresar a la 



posición horizontal. 



mientras que en los otros 



apoyos es hacia arriba por la fuerza que ejerce 
'a viga sobre ellos como consecuencia del 
asentamiento del apoyo fi. 



le» i» 



Debe observar» que en 
fuerzas cortantes y los momem« 
nantes quedan en función del término R 
ya que los momentos de empotrarme,-^ 
perfecto también están en función de este 
término. Desde un punto de vista físico e» 
indica que mientras más rígida sea la viy 
mayores serán las acciones que produzca el 
asentamiento de un apoyo. 

De manera semejante pueden resoher- 
se vigas con asentamientos en vanos apo- 
yos o con cargas y asentamientos actuando 
simultáneamente. En este último caso, 
suele ser más conveniente aplicar et 
principio de superposición de causas » 
efectos. Los comentarios de la sección 4 J 2. 
planteados en el método de las fuerzas, son 
aplicables también a la resolución por el 
método de Cross. 



FN UN ?¿íb"^*^^ V,CA CONTINUA CON ASENTAMIENTO 



DATOS 







- »1 c 




I 






«Q? *'<> & 


k «0 








2 Cfn 








8 m 


• — ■* 4m 


b rn 






liV AMguah* a lo* del ejemplo 7.2 




7.4 (continuación/ 



f i Cálculo de los momentos de empofr. 



0 ptTÍct.ln 



3£lá 3x2x0.02 



8 ? 



f 'n =-18.7 



¿ 6f/d 6x0.02,, 

*fcc - — = — p— ¿'o = 7 5.00 x io- \<, M „„„ _ 



mi 



Pjso rft Ejecución del método 
A B 





0.428 


0.572 


0.600 


0.4OÜ y 


i7frr rrífh r & 


h 5 



o 



0)M 


0 


-18.75 


+ 75.00 


+75.00 


0 


l¿) U Oislt. 


0 


- 24.07 


-32.18 


-45.00 


-30.00 


lí) IfT. TWfKp. 


0 


0 


-22.50 


-16.09 


0 


W2iDistr. 


0 


+9.63 


+ 1 2.87 


+9.65 


+6.44 


lílío.Twnsp. 


0 


0 


+ 4.82 


+ 6.43 


0 


*> fe D&i. 


0 


— 2.06 










0 


-35.25 | 


+ 35.25 +26.13 1 





10 f/„Uon-m) 



-1500 



+3.22 



10 £/ 0 (ion-m) 

Montemos 

finales 



Obtención de diagramas de íuerza coitante y momentos flexionantes 
V 'W AB: 



35.25 x W- 4 f/„ 
A 



8 ni 



V A = 



il^ = +4.4ixio~ 4 ei a 

8 



-4.41X10- - f*. 

8 



ElEMPlo 7.4 (continuación) 



í,,l,x,n "<» ÍS.25 + 26.13 



Vina CD 




A tn 



ty- -— — tü.M.m 



¡j.JSJgi2W3. +|5J4xl0 . 



1.78X10-"^ 26.13, 11.78 = 

/ C O \ 6 



6m H ^ 3 _ 26.,3,11.78 = _ 6J2x ^ 



4.41 




I 00^ £l it ) lint 



DiJKr.niiit 4(1* liM*r/«i < nrMnif 




7.4 Vigas de sección variable 

El método de Cross resulla convenienie para 
"wo'ver vigas de sección variable, o vigas 
"o Cismáticas, con pequeños cambios a lo 
apuesto en las secciones anteriores. Estos 
se originan porque los momentos de 
""potramienio perfecto, las rigideces 
***lares, los factores de transpone y las 
lineales no son iguales para vigas de 
*<oón constante y para vigas de sección 
"^able. Los momentos de empotramiento 
PjPode l.i Tabla 5.1 se obtuvieron para 
Prismáticas y las rigideces angulares, 
de transporto y rigideces lineales de 
i ÍW| ' R "' 3s 7 - ' a 7.4 suponen un valor cons- 
ol w ,érm 'no ti, lo cual sólo se cumple 

TrlíT 05 prÍMná » cas - 
M, fí( * parámetros mencionados en el 

5 pueden <:aí< ularse íá< ilmente 

^ Prismáticas con el métc»do de 

roZ t " s,udi ' K J" <'n los capítulos 2 y 3, V-> 
** '« orddfá, este método permite 



tomar en cuenta de manera expedita la 
variación de El a lo largo de una viga. Así, la 
determinación de los momentos de empo- 
tramiento perfecto, combinando el método de 
las fuerzas y el método de Newmark para 
cálculo de deformaciones, puede hacerse de 
la siguiente manera, con referencia a la figura 
7.8. Supóngase que se tiene una viga 
doblemente empotrada de sección variable, 
con un sistema cualquiera de cargas P, como 
se muestra en la figura 7.8-a. Si las cargas son 
verticales, la viga tiene dos grados de 
indeterminación. De acuerdo con el método 
de las fuerzas, capítulo 4, para resolver esta 
viga se plantea primero una viga isostáiica 
fundamental en la que se hayan suprimido las 
dos redundancias, como la de la figura 7.8-fr. 
t isando el método de Newmark, para que sea 
más fácil el cálculo de deformaciones se 
etrminan los gi-os en «*~*» a 
astática fundamental SUjett a las cargas P 
EslüS giros se han denommado B A y 8, en la 
figura 7.8-Ó. 



</.< ( fo** pjtj Mtf-M f tJfifJNU.H 



I 



f/» V.lfí.lllll* 

( .1) 





Figura 7.8* Reformaciones en una viga 
de sección variable 



Continuando ton el méttxlo de las fuerzas, 
h- rntrrxJucen ahora momentos unitarios en los 
extremos de la IfOflÜka fundamental y se 
í ah ulan, también ton el mékxlo de Newmark, 
Iíís giros *'n lm futremos indkadmen las figuias 
/.n-r v '/ la nMiH ión tímida |>ara estos giros es 
la mtioia qor la usada en el < apitulo -I. A con- 
h'Hi.M M'm se plantean la* ecuaciones de 
unprtObttlfWfdcrdrforrnaf km, que para i*ste 
( .iw» drtwfan rxpti-tar que los fifulm en 



los exiremos A y B son nulos, y-1 quo 
empotrados, lo lanío: 



Resolviendo el sistema d 



* ecuaciones 
se oblienen las incógnitas X A v X H que son 

respectivamente, los momentos de empo! 
truniento perfecto M A Y M B cnlosapo^s 
Ay B. Desde luego que esle método puede 
usarse también para vigas de sección pri$, 
málica, pero para éstas es más fácil calcular 
los giros por el método de la viga conjugada 
o del área-momento. 

De manera similar pueden determinarse 
la rigidez angular y el factor de transporte 
en vigas de sección variable. Con referencia 
a la figura 7.9, la rigidez angular es el mo* 
mentó M AH que hay que aplicar en el extre- 
mo A para que la rotación 6^ sea igual a 1 , y el 
factor de transporte es la relación M^jM^ 
(¡gura 7.9-a. Estos momentos pueden 
obtenerse si se aplican momentos unitarios 
en cada extremo de la viga isostática 
fundamental, como se indica en las figuras 
7.9-6 y 7.9-c, y se plantea el sistema de 
ecuaciones de tal manera que exprese que 
las rotaciones finales en A y en B son, res- 
peclivamente, iguales a 1 y a 0: 



17.161 



Resolviendo el sistema de ecuaciones se 
puede obtener la rigidez angular M M * ^ v 
el factor de transporte XJX A . De nuevo se 
señala que el cálculo de las rotaciones 6^ 
tí. y (í Wi se simplifica en vigas de sección 
variable si se usa el método de Newma'k- í 1 
lector puede observar que el sistema di' 
ecuaciones 7.16 es el mismo que se p' a f¡** 
en la figura 5.1 para determina* "* idvi 
angular de vigas de lección iron*wnie 




( «J í 





1c) 

Figura 7.9, Determinación de l.i rigidez 
angular y c\ helor <¡v transporto 



inrA ! d . ,ÍR,de * Htr* «I valor de la 

,S¡ en las «¡guras 7.9 y 7.10 el extremo B 
atuviese libremi.ni. 
el caso de l.i 



ipoyado se estarla en 
figuras 5.2 y 5.4, respec- 
/ain< nie. Se pueden obtener las rigideces 
correspondientes aplicando lo* mismos 
principios anteriores En el taso de la rigidez 
lUífial, basl.uá aplicar un momento unilar.o 
*n .1, calcular el giro q U o produce en este 
mismo apoyo, y por proporción, calcular el 
momento que producirla un giro unitario. En 
el caso de la rigidez lineal, hasta aplicar una 
carga unitaria en B, calcular la deflexión que 
produce y por proporción determinar la 
fuerza necesaria para producir una deflexión 
unilaria. El momento M Ab , que es la rigidez 
lineal, puede obtenerse después por estática. 

Habiendo obtenido los parámetros 
mencionados en los párrafos anteriores, el 
método de Cross se aplica de la manera 
usual. Es importante que el lector observe 



Finalmente, la rigidez lineal puede 
determinarse romo se indica en la figura 
».ip. En esle caso, la rigidez lineal es el 
"•omento M AB = que se présenla en los 
""potramientos si ocurre un desplazamiento 
'"•wl unitario entre los extremos de la viga. 
üxniene plantear la isostátíca fundamenlal 
uimo un voladizo al que se aplican primero 
un 'arga unitaria y luego un momento 
"«ario en el exiremo libre, figuras 7. 10-6 y 
Para que la suma de las confi- 
*»«ione* de deformaciones de estas dos 
•*«as. multiplicada la primera por una in- 
'•wtia x, y la segunda por otra inc ógnita 
Jj ■ «*a igual a la roníiguración de la figura 
el sistema de ecuaciones de 
°^MfbtHdad debe plantearse como: 



(7.171 






fe) 



íigUM 



7.10. Otiirml nación de la rijtldc/ lineJ 



4 \0 KMtKtn <1c C/OU p»#J W*m confinas* 

que las vigas de sección variable pueden 

resolverle » -n por los oíros métodos 

expuestos en este texto. Por ejemplo, el 
método de las deformaciones del capítulo 5 
puede aplicarse ya teniendo los momentos 
de empotramiento y las rigideces angulares 
y lineales calculadas como se ha presentado 
en esta sección. Si la isostática fundamental 
planteada en el método de las fuer/as es de 
sección variable, sus deformaciones pueden 
calcularse por el método de Newmark y 
seguir los oíros pasos del método como se 
explicó en el capitulo 4, 

Ejemplo 7.5 Se calculan los momentos de 
empotramiento, el factor de transporte y la 
rigidez angular de una viga doblemente 
empotrada de sección variable. El ancho de la 
viga es constante, de 30 cm, pero el peralte 
varía, como se indica en los datos, de 100 
cm en el extremo izquierdo a 50 cm en el 
centro del claro. Entre este punto y el extre- 
mo derecho, el peralte es constante. 

Inmediatamente después de los dalos, 
se indica el valor del peralte en las distintas 
secciones consideradas al aplicar el método 
de Newmark, y en la misma tabla, la varia- 
ción del momento de inercia. Se ha deno- 
minado l 0 al momento de inercia en el tramo 
de peralte constante, y en función de este 
valor se calculó el momento de inercia en 
las otras secciones. Para este calculó se 
consideró que el valor de / es función del 
cubo del peralte, así que si éste se duplica 
entre las secciones 3 y 1, el momento de 
inercia aumenta 2 1 veces, o sea, vale 8, Entre 
las secciones 3 y 2, el peralte aumenta 1.5 
veces y el momento de inercia, 1.5* * 3.37 
veces. La viga isostática fundamental se 
planteó en esta etapa como una viga 
libremente apoyada. 

A continuación se calcularon las 
deformaciones de la isostática bajo la acción 
« la carga exlerna con el método de 
Newmark, El cálculo del momento deto- 
nante %e realizó aprovechando la simetría de 



la viga, ya que en esta etapa no juega n ¡naú n 
papel la variación del peralte. Teniendo e | 
momento flexionante en cada sección 
dividió entre el valor correspondiente dé f¡ 
calculado anteriormente. Los cambi us 
angulares concentrados ¿¡ se obtuvieron 
después con las ecuaciones correspon. 
dientes a distribución parabólica, p¿ N 
calcular los valores de 6' y de $ ya no fue 
posible aprovechar la simetría, pues ahora 
sí intervierte el momento de inercia variable 
Se supuso el valor de - 147 JO en el | famo . 
2, y partir de este valor se calcularon los 
ángulos 9 y las deflexiones tentativas. 
Después se calculó el giro correctivo 8 
dividiendo la deflexión incompatible en eí 
apoyo B entre el claro. Sólo se calcularon 
las rotaciones definitivas en los apoyos, pues 

son las únicas que interesan para el 
problema en cuestión. 

De manera semejante se calcularon las 
rotaciones en los apoyos para el caso de un 
momento unitario aplicado en el apoyo A y 
un momento unitario aplicado en el apoyo 
fi. Obsérvese que el factor de la derecha de 
la tabla para estos casos es diferente al de la 
primera tabla. Por esta razón se calcularon 
los últimos renglones con un factor igual 
para los tres casos (ton-m-/f/ 0 ) . En las tablas 
de los incisos b) y c), se usaron las 
ecuaciones de distribución parabólica entre 
las secciones I y 3, y las ecuaciones de dis- 
tribución lineal entre las secciones 3 v 5, 

En la sección siguiente se obtuvieron 
los momentos de empotramiento perfecto 
con las ecuaciones 7.15, La primera ecua- 
ción expresa, como ya se ha dicho, que el 
giro total en el apoyo A es nulo, y la segunda, 
que también lo es en el apoyo B, después de 
multiplicar las rotaciones de los casos b) í 
c) por las incógnitas X A y X B respectivamente. 
Los signos negativos que resultan para las 
incógnitas expresan que los momentos de 
empotramiento tienen signos contrarios a los 
aplicados en los extremos de la viga en los 
casos b) y c), con lo cual resultan negativo 



nnvo izqu' crdo >' P os ' ,ivo en el dere ' 

* íffiníl oe esla secclon w com P' lwn 

ie nios obtenidos con los corres- 

l0 *J*ntes a »' nJ de seccion P rismá,ica ' 
P TuM valen wt*fl2. Se puede ver que en 
tremo lzqui«*>, el de mayor peralte, el 
ifSrtto calculado es mayor, mientras que 
"''Texirerno derecho es menor. También 
^ observa que las diferencias son imper- 
antes P°' lo( l ue n0 es convenienle des P re - 
" af el etecto de la variación del momento 

de inercia. ... , . 

Para lerminar el ejemplo, se calculan 

n l¡ sección siguiente las rigideces angu- 
lares y los factores de transporte con las 
ecuaciones 7.16. Los valores son diferentes 
««considera del extremo A al extremo fí 
de la viga o viceversa. Obsérvese que en el 
caso a) la rotación unitaria tiene signo 
negativo en el segundo miembro de la 
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primera ecuación. Esto es asf porque las 
rotaciones en el extremo izquierdo son 
negativas si la viga es cóncava hacia arriba. 
En cambio en el caso b) es positiva porque 
en el extremo derecho tienen este signo, 
figura 7.18. En el caso a, el signo positivo 
de la incógnita X A indica que el momento en 
el extremo A es horario, como el aplicado 
en el caso b) de la sección Cálculo de Defor- 
maciones, mientras que el signo negativo de 
X H indica que tiene signo contrario al 
aplicado en el caso c) de la misma sección. 
Un razonamiento «.emejante se puede aplicar 
al caso b). 

Si la viga tuviese un momento de inercia 
constante igual a /„ . su rigidez lineal sería 
4EIJÍ = 0.50 El# y si fuese de 8/^ sería 4x8 
Eljt = 4 f/ 0 . Nuevamente se puede ver que 
el efecto de la variación del peralte es 
importante y no debe despreciarse. 



t)EMPLO 7.5. CÁLCULO DE LOS MOMENTOS DE EMPOTRAMIENTO, FACTOR DE 
TRANSPORTE Y RIGIDEZ ANGULAR DE UNA VIGA DE SECCIÓN VARIABLE 



h ' 50 cm 
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tJFMPLO 7.5 (continuación) 



CAI CULO DI OffOKMAí fONfS 
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b)Con un momento unitario rn T 
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u loo" 

Mfl - ' 
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c) Con un momento unitario en B 
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19.102 
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® 
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►0.241 
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74 

♦2.24 
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>2.24 



+3.94 +7.00 
+6-1 M 

00 



+8,00 
+21 



13.134 



1. 



.10 itan-mi-Tfo 



* 10.00 
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ElEMPtO 7.5 (continuación) 



CÁLCUIO Df IOS MOMENTOS DE EMPOTRAMIENTO PERFECTO 



Planteo de las ecuaciones 7.15: 



- 128.95- 1.027X,-0.981X fl = 0 
+ 185.20 +0.981 X A + 2.549X fi = 0 



Resolviendo el sistema: 



m ab = *a = - 88.80 ton -m 
M&\ = *b =-38.48 ton-m 



Sí la sección fuese prismática 



ab =M ba= — = : |2 = 53.33 ton 



CAICUIO DE IAS RIGIDICES ANGULARES Y FACTORES DE TRANSPORTE 
a) M AR , ecuaciones 7.16 



- 1.027^-0.98IX B = -1 (£/) 
+ 0.981 X A + 2. 549X^ = 0 



Resolviendo el sistema: 

+ 1.54/7 

W x a = -0.59 £i o 

Rigidez angular M, B = 1.54 ion-m 

Fxtor de transporte M^M Afí = 0.38 

bi \» M , ecuaciones 7.16 cambiando B y A: 

- 1-027 X ( -0.98U 8 
| 0.981X„ + 2.549X 8 =1 

Resolviendo el sistema 

I X A = -0.59|£/ o ) 

X B = + 0.62 (f/^ 

"'S'dez angular = 0.62 ton-m 
f *tor oe transporte M A/ /M BA = 0.95 



PROKIfMAS 



7. 1 Calcular la riRidez angular de los siguientes miembros si un extremo vs\á articulad 
V el otro empotrado. 




6 m 



■H 



(a) 



□ 



iO cm 



20 cm 

E-200 000 k^un' 



7m 



<b) 





15 cm 

E-lflOOOOkg/cm*' 



I 



IE 152 X 18.6 



«Un^ticulados 8Íde ' an8U ' ar '° S mÍembros del P'°blema 7.1 si ambos extremos 

L 3 Í a J?', af ' a rÍRÍd f Mneal de ' OS miemb '°* del problema 7.1 suponiendo: a) que 

a«ir. LHn T ÜJ emp ° ,radoS; b) un ««««no está empotrado y el otro esta 
art.culado, c) que ambos extremos están articulados 

Ll^n 1 ?! 3 ' e ' m ° mt ' n,t ¡ í,ue es "««ario aplicar en el extremo A de la vi 8 a mostrada 
para que ten K a un g.ro de 0.01 radianes en dicho extremo. 



I 



4 !f. 



Probhma* 4Í7 



, calcula' los momentos que aparecen en los 
. ¿¡ el extremo B se desplaza 0.6 cm hacia a^ilJT** 8 * ,a VÍ8a<M P"*»""* 7.4: 
/m hacia arriba; c> si el extremo R se desnl a , a , , ' S ' el cx " e ™ * se despla/a 0.4 

6 Repetir el problema 7.5 suponiendo que amhosT , * ^ 

7 calcular los momentos de empotramiento e A y ¡ 1*2°* 
^ en el nudo O de la estructura mostrada aP '' Ca ' 



eslán empotrados, 
se aplica un momen:o de 1 2 




7.8 Analizar las vigas del problema 6.1 por el método de Cross, trazando losdiagramas 
de fuerza cortante y momento flexionante. 

7-9 Analizar la siguiente viga por el método de Cross tomando en cuenta que no es 
Cismática. Despreciar el peso propio. 




b - 10 1" 



CAPÍTULO 8 

Método de Cross 
para marcos sin 
desplazamiento lateral 



fl .l introducción / 8.2 Descripción del 
métoáo 



8.1 Introducción 

íneste capítulo se estudia el método de Cross 
aplicado a marcos en tos cuales no puede ha- 
ber deplazamiento lateral relativo entre los 
«iremos de los miembros, o sea, que no pue- 
*n desarrollarse momentos como los mostra- 
ren las figuras 7.3 y 7.4. La imposibilidad de 
lúe e*ista desplazamiento lateral relativo 
puede deberse a restricciones en los apoyos o 
n los nudos de los marcos, como en las figu- 
*8.l-a,b y c, o bien, a condiciones de sime- 
tamo en geometría como en carga, de los 
"Wcos. como en la figura 8.1 -o*. En rigor, el 
1 *tode la figura 8.1-c puede tener despla- 
ciente* relativos entre los extremos de las 
"iHimnas *' se consideran las deformaciones 
*¡*« de las diagonales de contraventeo; pero 
deformaciones son muy pequeñas en 
reparación con las deformaciones por 



V suelen despreciarse. 



* * D **cr¡pción del método 



<W.| 



V 



**» W ejer uta de la misma manera 
v 'Rat continua*. La única dlferW- 



que l~«ten concurrir mas de 
dos mrembros a un mismo nudo. P„ f ej(W . 

reticub ^ nUd ° i^,eri0, de un marco 
, . Se Unen « ene '<»lmente dos vigas y 

n£S US rÍR¡deCes • ,n 8 u,jr " de '* 

TT J V ,OS íac,or « de °¡sir,buc,ón en 
cada nudo se calcular, como ya se ha expli- 

caao en el capítulo anterior. Debe verificarse 
que la suma de los factores de distribuc.ón 
*ea igual a I en todos los nudos y el 
momento de equilibrio que se introduzca en 
la etapa de distribución debe ser igual a la 
suma de los momentos de empotramiento 
perfecto de todos los miembros que concu- 
rren al nudo. En los siguientes ejemplos se 
ilustra el método. 

Ejemplo 8.1. El marco que se resuelve en 
este ejemplo está impedido de desplazarse 
lateralmente porque en el apoyo D existe una 
articulación que sólo admite rotación. Se 
ilustra también en este ejemplo la forma de 
considerar la presencia de voladizos en una 
estructura, en este caso, la viga AB. 

Los pasos a, 6 y c se realizan de la mis- 
ma manera que en los ejemplos del capítulo 
anterior. Nótese que para los miembros CO 
y CF se han usado las rigideces angulares 
simplificadas modificadas calculadas con la 
ecuación 7.4, ya que tienen un extremo 
articulado. Obsérvese también que al calcu- 
lar los factores de distribución en el nudo B, 
no se ha considerado la rigidez del voladizo 
AB. Para entender la razón de esto, su- 
póngase que en la figura 7.5 uno de los 
extremos opuestos al nudo O estuviese li- 
bre, o sea, que uno de los miembros que 
concurren al nudo fuese un voladizo. Este 
miembro no opondría ninguna resistencia al 
momento aplicado M D , giraría libremente y 
el extremo opuesto se desplazaría Ideal- 
mente, por eso su rigidez angular y su factor 
de distribución son iguales a 0. Por la misma 
razón el factor de transporte del nudo al 
extremo del voladizo lambién es igual a 0; 
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(a> 



b) 





le) 



(di 



Figura 8.1. Ejemplos de marcos sin despl 



ajamiento lateral 



al girar el nudo, no aparece ningún momento 
en el extremo libre del voladizo. Por último, 
nótese que el momento de empotramiento 
perfecto M M es el momento en el extremo 
del voladizo; su signo es positivo porque se 
irabaia con momentos de apoyo sobre barra, 
V en el extremo derecho es contrario al 
flexionante. 

fn el paso d se desarrolla ti método. 
Conviene establecer una convención sobre 
la localización de los cálculos correspon- 
imbro di- la estructura. 



'Iipn 



Aquí *e ha v-guido una convención usuar 
que comiste en ubicar las columnas de 



cálculo en la parte inferior del miembro, si 
se trata de exiremos izquierdos, y en la parte 
superior, si se trata de extremos derechos. 
Así, el factor de distribución FD K , y todos 
los cálculos correspondientes al extremo B 
del miembro BC, se han escrito en la parte 
inferior del miembro, de arriba hacia abajo. 
En cambio, los correspondientes al extremo 
C del mismo miembro, por tratarse del ex * 
tremo derecho, se han escrito en la parte 
superior y de abajo hacia arriba. En las colum- 
nas se sigue la misma convención, mante- 
niendo también la convención establecida 
en la sección 2.9.2 y en la figura 2.15: 



gtfllp infarto» de una column., se con*. 
L con*» el extremo izquierdo de una v¡Ra 
, tt .xircmo superior, como el exircmo ele' 
S*. Así. el extremo £ de la columna f B 
un extremo izquierdo y los cálculos se 
■olocjn. por lo lanío, en la pane inferior 
equivale a la parle derecha de la co- 
ü*Vtf Con esta convención, o con alguna 
¿a equivalente, es posible trabajar e n nu- 
& a los que concurran cuatro miembros 
que se superpongan los cálculos. En el 
fí emplo siguiente se mueslra olra forma de 
^nar los cálculos. 

Aunque no se han numerado los ren- 
Ktones, la secuencia de los cálculos es la 
¿Bit* seguida en los ejemplos de vigas. En 
el primer renglón, después de los factores 
dedistribución, se han anotado los momen- 
tos de empotramiento perfeclo, por ejemplo, 
-13.33 v +6.67 en el miembro BC. Obsér- 
\«e que en el miembro CD se calcularon 
k» momentos de empotramiento perfecto 
tomo si ambos extremos estuviesen empo- 
pados. Por eso, se anotó el momento de 
♦10.00 en el extremo O aunque esté articu- 
lado; es la variante que se siguió en el ejem- 
plo 7.2 y no la del ejemplo 7.3. En esta 
«trutlura no existen cargas transversales 
aplicadas a las columnas. Si existiesen, 
ümbien se calcularían momentos de empo- 
zamiento perfeclo en ellas y se anotarían en 
•* lu J?ar correspondiente, donde ahora se han 
Pwsio ceros. 

f n el segundo renglón se ha hecho la pri- 
distribución de momentos de equilibrio, 
«rompió, en el nudo B, el momento de 
**^'l¡bf¡o es (+9,00 - 1 3.33 = -4-33). Por 
¡*J«0, se distribuyó un momento de equi- 
*»K»de *4.33 enlre los miembros BA. BC y 
8Í - »»ro como el factor de distribución del 
"''""'/o BA es igual a 0, sólo se distribuyó 
V Bt. locándoles +1.60 y +2 7*' 
^tivamente. Obsérvese que en Ij are- 
"'«ión O se anuló el momento de 
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KSFrW»** ^.00. Después 

¡ ya en cada columna de cálculos, 
cío de '° n,muacion * ha efectuado un ci- 
ñió " anípor,e de momentos. Por e,em- 
P'o. ü momento de *| .60 en el exiremo 0 

BC «ransporta un momento de 
VT? al e * ,rcm " C del mismo miembro. 
Obsérvese que del exiremo C al extremo O 
oe co no hay transporte por ser este úllimo 
una articulación. Tampoco puede haber 
transporte del extremo del voladizo al nudo 
B. El momento de +9.00 ton-m será el 
mentó final M. 



mo- 



lescr ¡ta se 



De la manera va detenía se conlinua- 
ron los cálculos hasta completar tres ciclos 
de distribución. Después del tercer ciclo se 
trazó una raya doble, para indicar que se 
habían terminado dichos ciclos, y se suma- 
ron los momentos de cada columna de 
cálculos. Se debe verificar que todos los 
nudos estén en equilibrio. Para mayor 
claridad del desarrollo del ejemplo, se 
anotaron lodos los ceros en las articulacio- 
nes, pero esto no es desde luego necesario. 

Se sugiere al lector repetir este ejem- 
plo con la variante del ejemplo 7.3, o sea, 
calculando el momento de empotramiento 
perfecto M CD considerando que el extremo 
D está articulado. 

En el paso e se obtuvieron los diagramas 
de fuerza cortante y momento flexíonante 
de la manera ya explicada en ejemplos 
anteriores. Los momentos positivos se 
calcularon en los puntos de aplicación de 
las cargas concentradas, donde son máxi- 
mos. Al trazar los diagramas en las colum- 
nas se consideró que los extremos inferio- 
res equivalían a los extremos izquierdos de 
vigas V los extremos superiores, a los extre- 
mos derechos {convención de la figura 2,15), 
Los valores negativos se dibujaron por 
debajo de los miembros y los positivos, por 

arriba* 
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ElEMPiO 8.1. RESOLUCIÓN DE UN MARCO SIN DESPLAZAMIENTO LATERAl 



DATOS: 



2ron/m 



15 ron 



20 ton 
l 



c I _9 



7m 



2f a 



... 



4- 1 



im 2m 4 m 2 m 2 m 



1 m 



Poso d| Cálculo de las rigideces angulares simplificadas. 



K K -4=0.167/. 



^Bi=~ £ = 0.286/,, 



Paso 6) Cálculo de los (adores de distribución. 




0.187 



FD a = 



SI 



0.300 



*CB + K'cd + K'a ' oT¡677oj877o3bo = 0,459 



Riso el Cálculo de los momeólos de empotramiento perfecto. 




rj Wf 2x3* 



2 2 



= 9 ton - m 



r¡ Pab 2 I5x2x4 2 

M BC = r- = 



= -13.33 ton-m 



¿7 Pa 2 b 15x2 2 x4 
H"s = — — = : = 6.67 ton-m 



( 2 6 2 



8 



20x4 
8 



= -10 ton -ni 



Pf 20 



0 ion ■ m 



8 
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EJEMPLO 8.1 tcontmuaciónl 




Paso di Ejecución del método. 



* 9.00 
0 
0 

o 
o 
o 
q.oo 



. «i. M 
+ 0.02 
-0.07 
+ 1.07 
+ 0.80 
+ 0.85 
+ 6.67 



0.255 





















p¡ 












o 


o 










1 




+ 



0.369 



-13.33 
+ 1.60 
+ 0.42 
-0.15 





f*1 




rio 






ílo O 

A + 


^ c 








+ 



+ 0.53 
- 0.20 
-11.13 











■ 




del 






o 




l! 











0.286 



-10.00 
+ 0.95 
-5.00 
+ 1.20 
0 

+ 0.02 
- 12.83 



0' 
o" 
0 

o 
o 

.0. 
10.00 
10.00 



o ote olo 



ftso e) Obtención de diagramas de fuerza cortante y momento flexionante. 
Viga AB 



? ti 



)n/m 




í m 



11.11 l r «l'»n 



r 



2m 



9.0 ion - 



m 



= 2 X 3 , (, ion 



9.34 ion - m 



4 rrr 



E|EiMPlO 8.1 (continuación) 



Ontilptlón rtW método 445 



'B2 



g 15x4 n-13-9.34 



l = 10. JO ton 



¡L'- lljjj _ ü -1 3 - 934 



= 4.70 ion 



*«+)—MK:+V w (a*-11.|.unü30x2». +9.47 ton- 



Viga CD 



l2.83ion-m 2 0ion 

C I D 




3 



2m 2m 



C2 2 4 



V C2 = |. 1^3 ,6.79 ton 



= V D <2> = +6.79 x 2 = +1 3.58 ion -m 



Columna £8 



1 .23 ion-m 



2.13 ion -n» 



V, =- 



1.23+2.13 u _q A% lon 



V aJ - + 



1,23+2.1j,^i.4fl ion 







ffEMPLÜ B.1 (continuártón) 



Columna CF 



C 



3.49 



S m 



t 19 

l/, =- — = -0.70 Ion 



13.21 




Ion 



Diagrama de íuerzas cortantes^ 13 58 

+ 9.47 



- 2.1 





- 11.11 




Ion - 



1.33 



DMK'Jma de momentos ílexioiidnies. 



marco resuello en « íe ^ 
Kflrfrft desplazamientos laterales, , an i« 

«¡métrico como por I., |lresen( ¡a 
Z¿W horizontal de H Ion <,ue actúa en I , 
¿v^a AB. Sin embargo, el apoyo exte- 
nué existe en el nudo I) impido este 
¿¿pjj/amicnlo y el marco puede resolverse 
—fc* métodos estudiados en este capítulo 

El cálculo de las rigideces angulares y 
je ios (actores de distribución, pasos a y 6 
w presenta ninguna diferenc ia respecto a 
lo, ejemplos anteriores. En la columna ¡( 
tusóla rigidez modificada por la articula- 
tión que existe en el apoyo l . 

En el paso c debe observarse que en los 
piremos de la columna AB se presentan mo- 
mentos de empotramiento perfecto por 
efecto de la carga horizontal de 8 Ion. Si se 
sigue la convención de la figura 2.15. en el 
extremo A el momento es negativo, y en el 
extremo B es positivo. 

El paso d presenta una forma diferente 
de llevar a cabo los cálculos. En vez de 
electuarlos sobre un croquis del marco, 
tomo en el ejemplo anterior, se hacen en 
una tabla conforme se explica a continua- 
ron. En el primer renglón de la tabla, se 
escriben todos los nudos de la estructura, en 
«te caso del nudo A al nudo F, dejando un 
«Kho suficiente para que en el segundo 
*w>glón se anoten, debajo de cada uno, los 
miembros que concurran al nudo. Porejem- 
D *°. al nudo D concurren los miembros DC 
* Df. Es posible que un mismo miembro 
*W'ezca más de una vez. ya que puede con- 
U " T " a más de un nudo. Por ejemplo, la 
2¡ umna AB aparece como miembro AB detwjo 
W n "do A y como miembro BA debajo del 
**> 8 En el tercer renglón se anotan los 
^•«es de distribución en cada extremo de 
miembro. Obsérvese que en los empo- 
¡^«nios A y f se ha anotado un factor de 

Vtt > I» articulación £. de 1. 
. l " el enano renglón se han anotado lo* 
^"'os de empotramiento perfecto cal* 
**0«en el paso c. En el quinto renglón 
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£ -otnri U Sf* dÍS,r,buC ' 6n d * 

en ra da n' h T ** l * 
""«OS se" e!? ni r Ud0 ' *>' e,Cmp '°' en el 
librin P e f ^° nta un momento de desequi- 

o! j **«buye entre los miembros 8A y 

riA„ % aCüe I d0 con s « factores de distribu- 
c-on _Es.e íorma.o de ejecución tiene ia 
ventaja de permitir la fácil identificación de 
os momentos de desequilibrio, ya que lodos 
ios miembros de un mismo nudo están 
agrupados en las columnas correspondientes 
al nudo en cuestión. 

El primer ciclo de transporte se ha efec- 
tuado en el sexto renglón. Aunque puede ser 
conveniente tener a la vista un croquis del 
marco para identificar los extremos de los miem- 
bros entre los que hay que transportar 
momentos, esto no es estrictamente necesa- 
rio. Basta con detectar cada miembro con 
distinto orden de colocación de sus extre- 
mos, por ejemplo, el miembro CD en el nudo 
C y el miembro DC en el nudo D. que son 
en realidad un solo miembro, y transportar 
los momentos entre ambos extremos; por 
ejemplo, el momento de +3.86 en CD trans- 
porta un momento de +1.93 a DC, mientras 
que el momento de - 1 0.66 en DC transporta 
un momento de -5.33 a CD. Únicamente se 
debe tener cuidado de no transportar mo- 
mentos a las articulaciones; por ejemplo, 
el miembro £C del nudo £ no ha recibido 
momento transportado. 

De la manera ya descrita se completa- 
ron tres ciclos de distribución, después de 
los cuales se tenían momentos relativamen- 
te pequemos en comparación con los de 
empotramiento perfecto. Sumando cada 
columna de la tabla se obtuvieron los mo- 
mentos finales. Este formato de ejecución re- 
sulla más ordenado y más compacto que el 
del eiemplo anterior, por lo que se recomien- 
1 a os lectores, aunque puede ser que al- 
1 nos encuentren mas convemente trabajar 

un croquis del marco. Lo importante 
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es tener claros Un rnnreptos luml.imenl.ilcs 
ile equilibrar los nudos en cicla ciclo v Irans- 
(Mirlar los momentos entre los extremos de 
cada miembro, 

I n el paso e se obtienen los diagramas 
de fuer/a cortante y momento flexionanto. 
El análisis de cada miembro se ha hecho de 
la misma manera que en los ejemplos ante- 
riores. Los momentos positivos se obtuvie- 
ron en el centro del claro de cada miembro, 
que en el caso de la columna AB coincide 
con el punto de aplicación de la carga con- 
centrada y c«n el de momento máximo. Un 
punto Importante es la determinación de la 
reacción horizontal en el nudo D; recuérde- 
se que se había señalado al principio de este 
ejemplo que el marco no se desplazaba la- 
teralmente porque lo impedía el apoyo tic 
este nudo. Rara c alcular la reacción que se 
desarrolla en D, se partió de la determina- 
ción de las reacciones horizontales en las 
tres columnas del marco. Teniendo estas 
reacciones horizontales en los apoyos A, £ 
y f, se planteó una ecuación de equilibrio 
de todas las tuerzas horizontales externas, 
en la cual debe incluirse a la carga de 8 ton 
que actúa en la columna Atí. De esta 



ecuación se calculó que en el punln , 
desarrollarse una reacción horizoni (* 
1.77 ton do derecha a Izquierda. O «a 
para evitar el desplazamiento lateral 
marco, es necesario que se desarrolle 
reacción de esta magnitud en el apoyo"!? 
También puede calcularse el valor <(* 
reacción horizontal en D, sumando U 
reacciones horizontales en los extrem 
superiores de las columnas AB, fC y Df ^¡ 
en el nudo B hay una reacción horizonte 
dé derecha a izquierda de 5.1) ton. como 
puede verse en el croquis correspondiente 
esta tuerza produce una reacción de sentido 
contrario, de izquierda a derecha, sobre la 
viga BC. Haciendo el mismo análisis en los 
extremos C y D de las otras dos columnas se 
obtiene una fuerza de 15. 1 3 ♦ 1 . 1 1 - 4.47 , 
1 .77 Ion) que actúa de izquierda a derecha. 
Como reacción a esta fuerza, se desarrolla 
oirá fuerza de la misma magnitud, pero de 
derecha a izquierda, en el apoyo D. 
Obsérvese que el efec to de la carga de 8 ton 
en la columna AB ya se tomó en cuenta al 
calcular la reacción horizontal en el extremo 
B de osla columna. 
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B 



z.50 m 



8 Ion 



4 ni 
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"iplrficad 



K*^^ 0.400/,, 



^=^=0.167/ 



*C^«^ = 0.187, f 
*CO = ^= 0.250 /„ 




8 



= 0.250 / c 



Riso 6) Cálculo de los faclores de distribución. 



0.4(10 



Kab+Kbc 0.400 + 0.167 



= 0.705 



(Dsc = 



K 



BC 



0.167 



= 0.295 



K AB +K BC 0.400+0.167 

m K *c 0167 

*~ Kbc + Kco+Vci 0.167 + 0.250+0.187 



= 0.276 



0.250 



FDc ° S K ac * ¿l + Va = 0J67 + 0.250 + 0. 1 87 



— = 0.414 



fO f ,= 



^^ = 0lÍ7Tb^50+0.187 
0^50__ a 0,500 



0.187 



1/ 



= 0.310 



^ + ^"0.250 + 0.250 



i su w.-í,../,. ,uia m*fi ot »« dHptomtonin lateral 



lliMi'io h.j (continuación) 



Riso < I ( Alt ufo rf* Jr>s momenloj d« empotrjmienio períe< lo. 



8 H 



^Ba * *•— 3 - X ^ = +5.0 ton* m 



i n 



12 12 



+ 12.0 ton-m 



n WÍ* 4x8' 
a ' = ~~Í2" = - Í2~ B ° n " m 



* * ~\2~ * ' 12 = + ' lon-m 



Riso d) Ejecución del método. 



Nudo 


A 


B 


C 


D 


E 


t 


Mimihru 


AB 


BA 


BC 


C8 


CD 


CE 


DC 


nr 


EC 


FD 


fD 


0 


0J0Í 


0.295 


0.276 


0.414 


0.310 


0.500 


0,500 


1 


0 




- 5,00 


+ 5Ü0 


-12*00 


+ 12.00 


-21.33 


0 


+21.33 


0 


0 


0 








♦2.06 


42.58 


+ 3.86 


+2.89 


-10,66 


- 10,67 


0 


0 




+3 4? 




41.29 


♦ 1.01 


- S.J3 


0 


♦1.9 i 


0 




-5JJ 


2i OtMr 




■0.91 


-0. 10 


♦ 1.19 


• 1.78 


♦U3 ¡ 


-4X97 


•0.96 


0 


0 






0 


♦0,60 


-0 19 


-0,48 


0 


+0.89 


0 


0 


.0*48 






- 0.42 




♦oí a 


+028 


♦0.21 


-0,44 


-0.45 


0 








«üfil 


•8,61 




r 21.22 


+4.43 


♦ 12.08 


* 12.00 


0 
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Columna 

8-61 ^ íí B 



T 



2.50 



2.50 ni 



2.98 tun - ni 

Viga BC 
1.61 



r 



4 lon/m 



Vina CD 



21.22 



87 ten 



■ ■ A , 8.61-2.98 _ 

' 'h - 4 + : = 5.1 3 ton 



M(+) = -2.98 + 2.87 x 2.50 -4.19 ion - 



I 6.79 ion - m = 4X 3 - 1679 " 8 ' 6 ' = 1 0.64 ton 




±J2 í 



„, =4 „ + 2Í^Ml = l3.36,on 



M(t) = ilÉÍ-lH^M! = 5. 3 0,o,- m 



r 



4 lon/m 




C 



B m 



M<+> 



-IX 



fl 2 21.32*U-08.ic ■ 



14 ton-m 



8 
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EJEMPlOB-2 (continuación) 



Columna C£ 
4 A i ion - 

T 



•1 m 



Columnd DF 

12.08^ 



T 



D 



4.0 m 



5.81 ton -m 



4 43 

H, - . s -1.11 ion 



4 43 

Hr-+— «+1. Ilion 
4 



M _5.81-t-I2.08 , „ 
: = 4.47 ion 



_ 5.81 + 1 2.08 . . 
"o ■ = -4.47 ton 



Cálculo de la reacción horizontal en D,F n ; 



DelF, »0;H^ + II, + H, + r/ D -0 

+S.0 - 2.87 + 1.11 - 4.47 + f o .0 

r" n ■ -177 ton 



0**<npcrtn dt4 alindo 45 J 




8.0 ton- 




2.98 Ion - mi 



2.B7 Ion 



. I.H ion 
130.50 ion 



10.64 Ion 



4.47 ion 



I4.W» ion 



Reacciones 



17.M 



10.64 





- ) 



5.13 




¿87 



l-i 
13.36 

l.íl 





tumi 



4.47 



de fuerza cortanle. 




OidKr.mi.1 momento flcxion.inl»>. 



^dicar cu.1les de U>, siguíes mjr((ls Iiencn de 



2Flo 



Fio 



fio 




fio 



-THo 



fio 



S Ion 



rio 



[lo 



10 iMn 




/7T77 /77^7 /7T77 /^ry S7777 

<b) (e) 



Elo 



Elo Fio 



/77T7 



Elo 



2 Elo 2 Elo 



///// 
///// (e) 




(d) 



8.2 Calcular la reacción horizontal en el apoyo A del siguiente marco. 



20 ton 




1 m 



2 m 



/7T77 
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fl.3 Analizar los siguientes marcos por el método de Cross. trazando los diagramas di» 
fuerza normal, fuer/a cortante y momento flexionante. 



tnr 





tu > 


2CIo 


20o 




+ 12 ion 




2Elo 


lElo 


3Eío 




4 m 



///// 



3m 



1 



15 Ion 



ílo 

2Elo 2Elo 



1 



15 Ion 



Eto 



2Elo 



m 




CAPITULO 



9 



M étodo de Cross 
para marcos con 
desplazamiento lateral 



| introducción / 9.2 Marcos de un nivel 
/U Míreos de varios niveles 



9.1 Introducción 

En los ejemplos de vigas y de marcos sin 
¿«plaza miento lateral resueltos en los dos 
capítulos anieriores, bastaba con verificar 
que todos los nudos estuviesen en equilibrio 
wra garantizar que la estructura en su con- 
junto también lo estuviese. En marcos con 
posibilidad de tener desplazamientos late- 
ntes se presenta un factor adicional que 



debe considerarse: el equilibrio de todas las 
«uerzas horizontales que actúan sobre el 
marco, incluyendo las reacciones horizon- 
tales en los apoyos. El problema que se pre- 
senta en este tipo de estructuras se ilustra a 
continuación. Se estudiarán primero marcos de 
un sólo nivel y después marcos de varios 
niveles en los cuales el problema es más 
complejo. 



9.2 Marcos de un nivel 

Considérese el marco mostrado en la figura 
9.1 -a. Es un marco asimétrico tanto en car- 
ga como en geometría. Por consiguiente, los 
nudos B y C pueden desplazarse horizontal- 
mente al aplicar la carga indicada de 1 2 ton. 
Para comprobar esta posibilidad, se ha re- 
suelto el marco en la Tabla 9.1 por el méto- 
do presentado en el capítulo anterior es 
decir, suponiendo que no hay desplazamien- 
tos horizontales (el cálculo de rigideces, fac- 
tores de distribución y momentos de 
empotramiento perfecto no se muestra en la 
tabla, pero el lector puede realizarlos por 
separado). Los momentos de barra sobre 
apoyo obtenidos en el cálculo se muestran 
en la figura 9.1-6. Ahora bien, si a partir de 



2 ton 



'o 0.8l n 
[ = ronstante 



4ro - 



P 



6 m 



(a) 



-6.14 



♦ J.14 



6.14 



2.86' 



*\ -3.14 
ton - m 
a -1 49 



ib 



Npfi M. Momenlm en un marco 



sin toma, en cuenta 



0» 



desplazamiento* laterales 



457 



4S8 Mrtnrk» lie Ottf pjfj mtrcot too tfaspfo/Amfrnto literal 

Tabla 9.1. Resolución del marco fie la figura. 9 lui 



Nudu 


A 


B 




C 


r 1 

D 


Miembro 


Afl 


BA 


BC 


(B 


CD 


DC 


FO 


() 


0.462 


o.sja 


0.617 


0.3*3 


(1 1 


M 


0 


0 


- 10.67 


+SJ3 


0 


o 


1 ■ Olf f r. 


0 


♦4.93 


+5.74 


w 1 40 


-1 91 




i 1 1 mi 


+¿.47 


0 


- 1.70 


+2.87 


0 


, -0 97 


>* 1 f.r. 

a i n vr 




79 


♦0.91 


- 1,83 


- 1.04 1 


0 


2*Trans, 


+0.39 


0 


-0.91 


+ 0.46 


0 


-0.52 




0 


+0.42 


+0.49 


-0.29 


-0.17 


0 


Moni. Fin*ite\ 


+2.86 


+6.14 


-6.14 


+3J4 


-J.H | 


- 1.49 



los momentos en tas columnas se calculan 
las reacciones horizontales en los apoyos A 
y O, se obtienen los valores mostrados en la 
ÑRura 9.2-a. Así, en la columna AB: 



1**8 5 



V en la columna DC: 



H -*¡a^+Hi> '-49+3. 4 rt „ 

7 = 0.77 tont- 
eo b 

Como no hay ninguna carga lateral apli- 
cada al marco, no se cumple el equilibrio 

de tuerzas horizontales, o sea, JV ( #0 . El 

marco no está, por lo tanto, en equilibrio 
aunque los nudos sí lo estén. Para que se 
cumpla la condición de equilibrio de fuer- 
zas horizontales, sería necesario inlroducir 
un apoyo adicional, como se muestra en la 
Rgum 9.2-6, el cual impediría que el marco 
se desplace hori/ontalmrnle hacia la den- 



cha. En este apoyo se desarrollaría una re- 
acción de derecha a izquierda de 1.03 ton, 
que es la diferencia entre las dos reacciones 
horizontales en los apoyos A y O. 

La consideración anterior permite plan- 
tear un método para resolver marcos con 
desplazamiento lateral. La idea fundamental 
se ilustra en la figura 9.3. Ei marco asim¿uko 
de la figura 9.3-a puede resolverse, aplicando 
el principio de superposición de causas y 
efectos, como la suma de la resolución del 
marco de la figura 9.3-6 y la del marco de la 
figura 9.3-c. La resolución del primero es la 
que ya se ha hecho en la tabla 9.1, con los 
resultados mostrados en la figura 9. 1 -6. Faltaría 
resolver el marco de la figura 9.3-c lo cual 
puede hacerse con el procedimiento que se 
describe a continuación. 

Supóngase que se tiene un marco como 
el de la figura 9,4-a con una carga horizon- 
tal aplicada en uno de los nudos del cabe- 
zal. Se pueden restringir los nudos contra 
giro e imponer al marco un desplazamiento 
horizontal A, como se muestra en la figura 
9.4-6. En estas circunstancias, aparecerán en 
los extremos de las columnas momentos ue 
empotramiento perfecto que serán igual** ¿ 



B 



B 



H A =» 180 fon 



" D = 077 



ron 



1 .80 ion 



0.77 ton 



Figura 9.2 Análisis de las reacciona bomomalesen el marco de la Hpm 9A 



i» rigideces lineales de las columnas multi- 
plicadas por el valor de A, ya que las colum- 
mistarán en la situación iluslrada en las 
¿gura* 7-3 o 7.4, según el caso, pero con un 
«picamiento A en vez de un desplaza- 
miento unitario. Nótese que los momentos 
««aparezcan pueden ser diferentes en cada 
íolumna. si varían los valores de El y de ¿. 
íüos momentos en los extremos de las 
columnas son momentos de desequilibrio en 
üda nudo, y pueden equilibrarse ejecutan- 
do*! mélodo de Cross de la misma manera 
»* se ha visto para marcos sin desplaza- 
•«•o, si se introduce un apoyo ficticio 
^ se muestra en la figura 9.4-c, o sea, 
***MtírxiQ varios ciclos de distribución y 
rTW *0orie. Al final de estos ciclos se tendrán 
^^riemos finales en los extremos de las 
grimas como los mostrados en la misma 
A partir de estos momentos se pue- 
toc *kulaf las reacciones horizontales en 

A *Wyo%, H A y H sy Si el valor de A su- 
J^or^inalmenie fuese igual al despla 
¿T Énl0 horizontal del marco ba¿o la acción 

■ fuerza P t la suma de las reacciones lt A 
12rJJrta igual a P, el marco estaría en 
t/**** 0 y Un momentos indicados en la 
ft '* 9 +< serían los momentos finales 
****** en e | marco |K)r |o carga P- Ge- 



neralmente no es el caso. Sin embargo, como 
todos los momentos y las reacciones hori- 
zontales obtenidos son función lineal de A. 
se puede calcular el valor correcto de A 
multiplicando la deformación impuesta por 
un factor de corrección, X, obtenido, a su 
vez, de la ecuación de equilibrio honzonial: 



de donde: 



X = - 



i» 



(9.3) 



Si las fuerzas P y H tienen el sentido 
indicado en la figura 9.4-c, la fuerza P será 
positiva y las fuerzas H t negativas. 

También los momentos finales de la fi- 
gura multiplicados por el factor de 
corrección X, serán los momentos produci- 
dos en el marco por la fuerza horizontal P. 

En la práctica resulta más sencillo, en 
vez de imponer una deflexión A, imponer di- 
rectamente los momentos de empotramiento 
perfecto en una de las columnas, como se 
muestra en U figura 9.5-Íf. los momentos 
<-n las otras columnas pueden calcularse a 
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12 ron 



12 Ion 



(fe) 



le) 



Figura 9.3. Resolución del marco de la figura (al 
(>or superposición de los marcos de las (¡guras (fe) y (c) 



partir de las siguientes relaciones. Ya que el 
desplazamiento A es el mismo en todas las 
columnas, los momentos de empotramiento 
perfecto serán los siguientes: 



8A = 



AB 




(9.4) 



(9.5) 



Sacando la relación entre los momen- 
(os de las dos columnas se obtiene: 



19.61 



Esta expresión indica que la relación 
entre los momentos de empotramiento per- 
fecto producidos por un desplazamiento lineal 
es directamente proporcional a los valores 




r .11 




""puntos 



(O 



<i pBItlr He un momento impuesto 



de í/ e inversamente proporcional d los 
cuadrados de las longitudes i de las colum- 
na*. Si en el marco de la figura 9,5 se 
imponen los momentos de empotramiento 
perfecto M A8 V M 8Á , pueden calcularse los 
momentos correspondientes en la columna 
(I) utilizando la ecuación 9.6. Si el marco 
(«nevarías crujías, se aplica la ecuación 9.6 
*nfre la columna a la cual se impusieron los 
comentos V cada una de las otras columnas. 
^ una columna tiene un extremo articulado, 
fcfstáenel caso de la figura 7.4, y su rigidez 
llft «l es la mitad de la correspondiente a 
columna con el extremo empotrado. Esto 
**** tomarse en cuenta usando la mitad 
*|vjloc de II para la columna con extremo 

Después de iener los momentos de 
""Paramiento perfecto en las columnas, se 
"«ede de la misma manera explicada en 
;¿ "«'ón a la figura 9.4. es decir, se equ¡l¡- 
¡2 los nudos con varios ciclos de distribu- 
ir v """HKírte, se calculan las reacciones 
w "onij|„ Hi y e( (acIor de corrección X 
¿ ecuación 9.3. Los momentos de la 
2? 1 multiplicados por el factor X 

' J " ka momentos produr idos en el marco 
'«'w/a horizontal f? 



En las figuras 9.6 y 9.7, y en la tabla 
9.2, se ilustra el procedimiento descrito para re- 
solver el marco de la figura 9.3-c. En la figura 
9.6-a se reproduce este marco con sus 
dimensiones y los momentos de inercia de 
sus miembros. En la figura 9.6-fe se impone 
un momento de - lOlon-m a la columna AB, 
en ambos extremos; estos momentos están 
producidos por un desplazamiento del mar- 
co, cuya magnitud no interesa, como se 
muestra en la misma figura. Los momentos 
que aparecen en la columna DC se calculan 
con la ecuación 9.6, asignándole el valor de 
10 ton-m al momento M Ag y despejando 



M 



19.7) 



Ai, 



(n 



,=!£i£^Í. -5.55 ton-, 



(9.8) 



En realidad, no es necesario aplicar tor- 
amente la ecuación 9.6. Basta con recor- 
dar que los momentos son proporcionales a 
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103 ton « 



+ 5,8 



1 +4.J5 





1 7~Ti 

1 Ul 0 


m 


'o 0W o 


A 


E « consume 


m 








(a) 



D 




- 10 



- 10 



-5,81 






? — z 


/ - 5.55 




/ion * m 






^-a.io 







H, = 2.78 fon 



" 0 « 1.56 



•4.35 

ion - m 
-5.04 



(On 



(6) 



Figura 9.6. Corrección de los momentos de la figura <a> 
con un momento impuesto en la columna AB 



los valores de El de las columnas e inver- 
samente proporcionales a los cuadrados de 
sus longitudes. Estas relaciones son las que 
esian expresadas numéricamente en la 
ecuación 9.8. Es importante observar que el 
signo de estos momentos es negativo, ya que 
al introducir un desplazamiento hacia la 
derecha, como se muestra en la figura 9.6- 
6, ambas columnas giran en sentido horario 
(véase la figura 7.7 para esta convención de 
signos). 



Ya teniendo los momentos de empo- 
tramiento perfecto en las columnas AB y DC, 
se liberan los empotramientos que se habían 
introducido en sus extremos, efectuando los 
ciclos necesarios de distribución y trans- 
porte. Esto se muestra en la tabla 9.2. los 
factores de distribución son los mismos que 
se habían calculado para la tabla 9.1 y los 
momentos de empotramiento perfecto son 
los que se acaban de obtener. Después de 
tres ciclos, se obtuvieron los momentos 



1 .01 ton 



+ 138 + 1.03 



- 1.38 
h 192 



0.66 ton 



- 6.14 + 3.14 



03 
+ 6.14 




- 1.19 



+ 4.76 



♦ 2.86 



0.Í7 Ion 



-4.76 + 4.17 



- 1.49 



0.94 




-4.i: 



ton - n 
-2.68 



(6) [cí 
'iftura 9.7. Cocrecc.ón de los momentos de la figura 9.6 <c> y obtención de lo» momento* loul* 



Tabla 9,2, R 0S olu 



to*rro*d* un nivel 4h3 



mn del «»to do la fu, 



9.6 (h) 




«nales del antepenúltimo renglón de la ta- 
Wa, mismos que se muestran también en la 
'»gura 9.6-c. Ahora bien, si se calculan las 
facciones horizontales H A yH D a partir de 
los momentos en las columnas AB y DC, se 
tienen los valores: 



8.10 + 5.81 



5.04 + 4.35 



2.78 ton' 



= 1.56 ton 



E«os valores, que también se muestran 
JJ '* f '«ura 9.6-c, nos indican que el marco 
en equilibrio de fuerzas borizonta- 
7*; Pue» si lo estuviese, la suma de estas 
J*"* 4 debería ser igual y se signo contra- 
¿ * la 'uerza hor./ontal de 1 .03 ton que se 
* ,5,, "-do ..I marro, figura 9.6-*. Se de« 
¿7**¡' entonces el (actor correctivo de 
^'¿n 9.3. que en este caso vale: 



X = - 



I.Oi 



£ff -2.78-1.56 



= 0.237 



SÍ todos los momentos obtenidos en el 
antepenúltimo renglón de la tabla 9.2 se 
multiplican por este factor, se obtienen los 
momentos corregidos del penúltimo renglón, 
los cuales se muestran en la figura 9.7-a. Las 
reacciones horizontales H A y H 0 correspon- 
dientes a estos momentos, que también se 
muestran en esta figura, sí equilibran ahora 
a la fuerza horizontal aplicada de 1.03 ton. 
Sumando estos momentos a los calculados 
en la tabla 9.1, que se reproducen en la 
figura 9.7-b, se obtienen los momentos 
totales que aparecen en el último renglón 
de la tabla 9.2 y en la figura 9.7-c. 

Se puede ver que si se hubiesen impues- 
to a la columna AB momentos distintos a los 
de 1 0 ton-m que se impusieron, el factor de 
rorrección X hubiese tenido un valor tam- 
bién diferente, pero los momentos corregí- 
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dos y los momentos roíales hubiesen sido 
los mismos. Inclusive se pudieron haber im- 
puesto momentos de signo contrario, corres- 
pondientes a un desplazamiento del marco 
hacia la izquierda. Al aplicar la ecuación 9.3, 
o al plantear la ecuación de equilibrio de 
fuerzas horizontales, el valor de X hubiese 
resultado negativo. 

Obsérvese que el procedimiento segui- 
do desde el planteamiento del marco en la 
figura 9.6-a, hasta la obtención de los mo- 
mentos corregidos en el penúltimo renglón 
de la tabla 9.2. es aplicable también al aná- 
lisis de marcos sujetos únicamente a cargas 
horizontales en los nudos. Esto es importan- 
te, porque es frecuente que los marcos se 
analicen para cargas verticales y para cargas 
horizontales en forma separada. Las pri- 
meras representan las cargas vivas y muertas 
permanentes, y las segundas, las cargas acci- 
dentales de viento o sismo. Ya que las cargas 
vivas y los factores de carga suelen ser 
diferentes para los dos tipos de acciones 
conviene hacer el análisis por separado y 
luego obtener las envolventes de momentos 
tlexionantes, fuerzas cortantes y fuerzas 
normales sumando los resultados parciales. 
Aún más, como las fuerzas horizontales de 
viento o sismo pueden actuar en los dos 
sentidos, o sea, tanto de izquierda a dere- 
cha como de derecha a izquierda, si se hace 
el análisis por separado, basta cambiar el 
signo de las acciones calculadas para un 
sentido, para tener los valores correspon- 
dientes al sentido opuesto. 

Ejemplo 9.1 Se resuelve un marco de dos 
crujías y un solo nivel con diferentes altu- 
ra*, momentos de inercia y condiciones de 
apoyo de sus columnas. Por ser asimétrico y 
por tener una fuerza horizontal aplicada en 
en el nudo fl. üene posibilidad de desplaza- 
miento lateral. 

lo* pavo» a. b y c se han llevado a cabo 
de la misma manera que en ejemplos 
anionorev Oespuév en la primera etapa, se 



ha resuelto el marco suponiendo q ue 
impedido el desplazamiento lateral meri 
la introducción de un apoyo lateral 
nudo O. Los cálculos correspondi enI !? *' 
han hecho en la tabla A del paso d * f 
figura que está inmediatamente antes de * 
tabla se muestran los momentos finales 
respondientes a esta etapa y | as reaccioné 
horizontales en las columnas. Estas reacc 
nes se calcularon sumando los momentos « 
os extremos de cada columna y dividiendo 
la suma entre la altura de la columna. Por 
ejemplo, la reacción en el apoyo A, de 3 74 
ton, es la suma de los momentos dé 1 5 03 v 
7.39 ton-m de la columna AB dividida entre 
los 6 m de altura. La suma de las reacciones 
horizontales es una fuerza de 1.55 ton de 
izquierda a derecha; por lo tanto, para que 
el marco esté en equilibrio, es necesario 
introducir un apoyo en el nudo D, el cual 
proporcionaría una reacción de derecha a 
izquierda igual a la fuerza de desequilibrio. 

En la segunda etapa se resuelve el mar- 
co con una fuerza horizontal aplicada en el 
nudo B, de tal magnitud que elimina a la 
reacción en el nudo D que apareció en la 
primera etapa. El problema se puede resol- 
ver de dos maneras. En la primera alternati- 
va, se aplica una fuerza horizontal que es 
igual a la suma de la fuerza de 10 ton que 
actúa en el marco original y de una fuerza 
de 1 .55 ton que hay que aplicar para elimi- 
nar a la reacción de la primera etapa; ambas 
fuerzas están aplicadas simultáneamente. En 
la segunda alternativa, se aplican las mismas 
fuerzas, pero en forma separada. Es dato que 
en ambas alternativas el marco queda en 
equilibrio de fuerzas horizontales. La 
segunda alternativa permite obtener por 
separado el efecto de las cargas verticales v 
de la fuerza horizontal, ya que los momen- 
tos de la primera etapa, sumados a los mo- 
mentos que se obtengan al aplicar la fuef« 
de 1.55 ton, serán los momentos produci- 
dos por cargas verticales, y los momentos 
que se obtengan al aplicar la fuerza de '0 



|0" 

***** 
P»- 



í( án los producidos por esta misma 
a co el marco original. En este ejem- 
tü n íines de ilustración, se han resuelto 
alternativas. Se verá que el trabajo 



se 



fricóse incrementa ligeramente, 
para continuar con la segunda etapa, 
^onen a una de las columnas, momentos 
(ftHt f¿íios derivados de un desplazamiento 
g¡l magnilud no interesa conocer, como 
^explicó anteriormente en esta misma 
lffC ión. En el ejemplo, se impuso un 
amento de -10 ton-m a la columna AB y 
£ calcularon los momentos en las otras 
¿olumnas, sobre la base de que son propor- 
cionales al valor de El e inversamente pro- 
pfrtionales a los cuadrados de las longitudes 
4e las columnas, ecuación 9.6. En el caso 
déla columna £C, hay que lomar en cuenta 
gue su rigidez lineal es 1/2 de la rigidez 
lineal de las otras columnas, porque uno de 
sus extremos está articulado. De esta manera 
* obtuvieron los momentos de empotramiento 
neriecto mostrados en el croquis dibujado 
¿moa de la Tabla B, mismos que aparecen en 
el cuarto renglón de esta tabla. 

Los cálculos correspondientes a la li- 
cuación de los nudos se han efectuado en 
!¡ Tabla B, obteniéndose los momentos fi- 
eles mostrados en el último renglón. Las 
Wckmes horizontales en los apoyos de las 
«lomnas aparecen calcularlas a continua- 
ban de la tabla. Se observa que la resultan- 
*de estas reacciones es una fuerza de 7.30 
^«fceaclúade derecha a izquierda. Por to 
la fuerza horizontal que produciría los 
*S»Uzamientos laterales correspondientes 
¡«Oí momentos finales tendría este mismo 
Pero actuaría de izquierda a derecha. 
^ calcular los momentos que 
^ r *voonden a las fuerzas de 1 1.55, t « 
Tj 10 ton. es necesario corregir los mo- 
finales multiplicándolos I»''*» 1 *; 
forree* ,ón calculados al mal del 
Así, s. los momentos finales di 
Corresponden a una fuerza hc*l*» 
MO ton, los momentos que «" ,eS 



¡»>ndan a una fuerza de 1 1 .S5 ton serán .gua- 
les a os de la Tabla B multiplicados por 
' 1 -55/ 7.30; De esta manera se han calcula- 
do los factores de corrección para la fuerzas 
de U.55 (on (alternativa 1 1, y para 1.55 ton 
V 10 ton por separado (alternativa 2). 

Los momentos totales se han calculado 
en la Tabla C del paso í. En el renglón ( 1 ) se 
reproducen los momentos calculados en la 
Tabla A, o sea, con el desplazamiento late- 
ral impedido. Los momentos que aparecen 
en el renglón (2) se han obtenido multipli- 
cando los momentos de la Tabla B, que co- 
rresponden a una fuerza horizontal de 7.30 
ton, por el factor correctivo X, , para obte- 
ner los momentos que corresponden a una 
fuerza de 1 1 .55 ton. En el renglón t3) apare- 
ce la suma de los momentos de los renglo- 
nes < I > y {2), que representa los momentos 
para carga vertical y horizontal simultáneas, 
ya que son la suma de los momentos con 
desplazamiento lateral impedido y de los 
momentos que corresponden a una fuerza 
horizontal de 11.55 ton; valor este último 
que equivale a la fuerza aplicada de 10 ton 
y a la fuerza de 1.55 ton que anula a la re- 
acción en el apoyo D que impide el despla- 
zamiento lateral, como se ve en la figura que 
está al principio de la primera etapa. En el 
renglón (4) se muestran los momentos que 
corresponden a una fuerza horizontal de 
1 .55 ton, ya que son los de la Tabla B multi- 
plicados por el factor correctivo X,. Estos 
momentos, sumados a los del renglón (U 
proporcionan los momentos totales para car- 
ga vertical únicamente, renglón (5). ya que 
son la suma de los momentos con desplaza- 
miento lateral restringido y de los momen- 
,os producidos por la fuerza horizontal de 

I 55 ton Por último, en el renglón (6) se 
nrcsentan los momentos produc.dos por una 
erza horizontal de 10. on. 

En el paso g se calculan y se trazan los 
ji «r.mts de fuerza normal, fuerza cortan- 
f;Tmomel fisionante. Sólo se presen- 

!« \7> acciones que corresponden al caso 
He fuer" horizontal de 10 ton sin cargas 
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«•rti cales, Por esta tazón, al calcular las re- 
.t( < jones en los extremos ele los miembros 
no aparecen cargas transversales entre los 
extremos. Obsérvese que la fuerza normal 
en la columna Alt es la reacción en el extre- 
mo ti del miembro HC; esta reacción tiene 
signo negativo, o sea. que la columna tien- 
de a levantarse, por lo que trabaja a tensión 
y el diagrama tiene signo positivo. La fuer- 
za normal en la columna EC es la suma de 
las reacciones en el extremo C de las vigas 
BC y CD. Esta columna también trabaja a 
tensión. En cambio la columna FD trabaja a 



compresión, con una fuerza iRual A | a 
ción en el extremo D de la viga CD **" 

Los diagramas de fuerza cortante 
momento flexionante se han trazado de il 
manera usual y con la misma convención 
de signos de considerar a los extremos ir* 
riores de las columnas como equivalentes a 
los extremos izquierdos de las vigas. Obsé r 
vese que como no hay cargas transversales 
en ningún miembro para la condición de 
carga considerada, los diagramas de momen. 
to varían linealmente de un extremo al otro 
en cada miembro. 



EJEMPLO 9.1. ANÁLISIS DE UN MARCO DE DOS CRUJÍAS CON DESPLAZAMIENTO 
LATERAL 



DATOS: 



10 ton « 




6 rn 



1.21, 



40 ton 



21, 



£. 6 ton/m 



1.21, 



21, 



5 m 



H ^2 -1- im | 5 m 



Paso a) Cálculo de las rigideces angulares simplificadas. 



*A B = 



1-2A, 



0.20 /„ 



1 



'llEMPLO 9.1 (continuación) 



' Kbf-| = 0.20/ 0 

fóso 61 Cálculo de los factores do dislribuc ión. 



0.20 



fD cs = 



0.25 



0.25 + 0.40 + 0.1 8 



= 0.301 



FD CD = 



0.40 



0.25 + 0.40 + 0.18 



= 0.482 



0.18 



0.25 + 0.40 + 0.18 



= 0.217 



F 0pc= 040 ,0.667 



0.40 + 0.20 



FD DI= °- 20 =0.333 
" 0.40 + 0.20 



c» Cálculo de los mome- 



ntos de empotramiento 



M. 



Pab 1 40x5x3 m _ 2 8. 1 2 ton - m 



EJEMPLO 9.1 (continuación) 



tD 12 12 



-12.50 (on-m 



w/ 2 6x5* 

— = *-jY~» +1 2.50 ton-m 



PRIMERA f IAPA (SIN DtSPlA/AMIlNTO LATERAL). 

40 Ion 



- I5.U3 



6lon/m * l.ll 



15.03 




- 1.83-0.36 = 1.55 ion 



0.36 



i. 74 ion 



1.83 



Notas: Momentos obtenidos en la labia A del paso d). 

Reacciones horizontales = ^ M 
Paso di Ejecución del método. 



Tabla A. Momentos con desplazamiento lateral restringido. 
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Alternativa para obtener los momentos por cargas venicale- 
y horizontales simultáneamente. 



155 ton 



D 10 ion 



O 



mamm 



Alternativas para obtener por separado los momentos por cargas 

verticales y horizontales. 



*o e) Se impone a la columna AB un momento arbitrario (en este caso -1 0 ton-m) y 
«calculan los momentos en las otras columnas. 



M R = o 



M f . »-x ~tj 

2 1.2/ 0 x5 7 



(-I0)/n><il,-|2lon-m 
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EJEMPLO 9.1 (continuáiión) 



LOS momentos aplicados son por lo lanío: 

8 - C 




D 




Tabla B. Obtención de los momentos al liberar los nudos. 



Nudo 


A 


B 


C 


0 


F 




Miembro 


AB 


BA 


BC 


CB 


CE 


CD 


DC 


DF 


FD 




FD 


0 


0.444 


0.556 


0.301 


0.217 


0.482 


0.667 


0.333 


0 




M 


-1000 


- 10.00 


0 


0 


-7.2 


0 


0 


-12.00 


-12.00 




i J Díslr. 


0 


•4.44 


♦5.56 


+2.17 


+ 1.56 


+3.47 


+8.00 


+4.00 


0 


o 


1-Tram 


+2.22 


0 


+ 1.08 


+2.78 


0 


+4.00 


+1.73 


0 


+2.00 1 


0 


2' Distr 


0 


-0.48 


-0-60 


-2.04 


- 1.47 


- 3.27 




-1.15 


-0.58 


o 


o 


2"Tran*. 


-0.24 


0 


-1.02 


-0.30 


0 


-0.57 


- 1.63 


0 


- 0.20 1 


0 


S* DisU. 


0 


+0.45 


+0.57 


+0.26 


+0.19 


+0.42 


+1.09 


+0.54 


0 


0 


Mom. Finales 


-8.02 


- 5.59 | +5.59 1 +2.87 


-6.92 


+4.05 


+8.04 


-8.04 


- 10.20 


— 1 



Cálculo de reacciones horizontales. 



8.04 + 10.20 



-3.65 



I/í-7.30 



9.1 (continuación) 



Qi\to\o factores tic corre< < ión. 

Para una carga horizontal de 1 I if, Ion . 



1155 = 1.582 
*' 7.30 






Para una carga horizontal de 1.55 ton: 
Al 7.30 



una carga horizontal de 10 ton: 
10 



X. = — = 1.370 
1 7.30 



Paso rt Cálculo de momentos totales. 

Tabla C. Obtención de momentos corregidos y momentos totales. 




W Momentos íinales sin ^P^^^uLdos por X, ft . 
* Amentos finales de la Tabla B ^¡¡¡^ fontales simultaneas, 0) ♦ (2) 

» Momentos totales para ta n^ 5 , l¡0 |i ca dM P°' *»■ (J 
£ Momento» íinales de la Tabla B n^P» ünic an,en«e H> 
«JMomentos totales para cargas ver. ca^ ^ ^ , mom e. 
Momenim íinales de la Tabla BmulliP 



íntos totales para carga 



nal únicamente. 
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ÍIFMPI0 9.1 (continuación) 



Paso g) Diagramas de fuerza cortante, momento flexionanle y fuerza norm.il 
(Sólo se obrienen para la carga horizontal He 10 ton). 



T B ? 

' ^ 7.Í, 



6 ni 



»f> ton - m 



10.90 ton - m 



10.99 + 7.66 
"as « 7 =3.11 ion 



H BÁ = -H AB =-3.\Uon 



7.76 Ion - m 3.93 Ion - m 




7.76+3.93 
8 



= -1.46 ton 



V CB = ~V BC =+1.46 ton 



Sm 



3: 



9.48 ton ~m 



9 48 

W fC = -7— = I -90 ton 



H a =-" ÍC = -1.90 ton 



Ion - m ll.oi ion - 

'o ' 



* m 



^ t 5.55+11.01 ,„ 
v cd : = -3.3 1 ton 



v oc «-K:d ■ +3.31 Ion 
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f|fMf» LO 9.1 (conlimiaviúnl 



O „ 



11. 01 ton - m 



H ínS lLPi? 13.97 
f ° 1 = 5.00 Ion 



"p/ ~-H f n = -5.00 ion 



1.i.97ton - m 



( - » 



1.46 



o 



X 



3.31 
Ion 

F 




10.99*7.66, 3 „ 



Ü8. bI 9Q 1IJWI3-W , 500)o „ 



Diagrama de fuerza cortante 



7.66 



7.66 » + » 



5.55 



9.48 _ 


11.01 


\ — 

\ + 


1.93 \^ 




11.01 



ton - m 



.1.97 



' 10/19 



ílex tona n tes. 
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ElEMPio 9.1 (coatlmuctón) 



46 




I 

.K. r » 




i. 31 



Diagrama de fuer/as normales 




9.3 Marcos de varios niveles 

Para resolver manos de varios niveles por el 
método de Cross es necesario plantear una 
ecuación de equilibrio de fuerzas horizon- 
tales en cada piso del marco. El proce- 
dimiento se ilustra en referencia al marco 
mostrado en la figura 9.8. Se trata de un 



Piso 3 



Piso 2 




Pi*> 



"V 



f¡Kur4 9.8. MriH o da Mflírt plwn mu 
pOUrHliflafl de despUznnilt-nto lutera! 



marco de tres niveles y asimétrico en car«a 
y en Keomelría. 

f n una primera etapa, el marco so re- 
suelve bajo la acción de las cargas vertirá- 
Ies impidiendo el desplazamiento lateral 
como se muestra en la figura 9.9*a. Esta eta- 
pa es semejante a la correspondiente a mar- 
cos de un nivel, pero ahora, en cada piso 
aparece una reacción horizontal. El cálculo 
de estas reacciones se muestra en las figuras 
c y cA Se empieza en el piso superior, 
haciendo un corte horizontal inmediatamen- 
te arriba de la trabe del segundo piso. 
Dividiendo lo* momentos obtenidos en el 
análisis de la primera etapa entre las RllUtf 
de las columnas, se obtienen las füWZW 
horizontales H C(Í y H fr y por equilibrio de 
fuerzas horizontales se < alt óla la reau^n 
horizontal H r Si las columnas son de M 
misma altura, h, la reacción pinole obieni ,f "' 
dividiendo la suma di - lo* momentos entre l»t 
altura. Obsérvese t|ue la rean iún nene m« 
no contrario «i la resultante de las (uer/J* 
horizontales en las columnas* ^ 
A continuación se establece el •WJ 
brio de fuvr/.ts horizontales en lo* cío* p'*>* 




M 



cu 



«-«o» rto virtm /H «rin 47-* 




K 



H 



Cu 



n 



<b> 




M 



re 



H, 



Cf 



+ H Cf +H ¿ 



H, 



H..-IH 



M. 





















- "1 


(C 



H. 



f ig ura 9.9. DCerm.nac.6n de -as reacciones horizontales en cada piso 



1 conjunto, como se muestra en 
' Las fuer/a* horizontales ^cn 
ntel seKundo nivel. H B < v "c.f 
a partir de los momento» en las 
r V CF. Después se plantea la 
' «ludibrio de fuerza» horizon- 
'•"«> ya conoce el valor de I r 
"*»»nerv.. el valor de la <-'on 



El mismo procedimiento se repite en 
cada piso, hasta llegar al inferior. En el e ( em- 
„lo que esta sirviendo como ilustración, se 
■LnIj a continuación la reaectón H,. a 
, i¡r del equilibrio de fuerzas horizontales 
¡^e pnm-P-vdel valor ya Aculado 
¡le («reacciones //. v H v como se muestra 

en lá i'*»'* 
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za horizontal en el tercer nivel, 



que se ha 



Figura 9.10. Marco con fuerzas horizontales 
iguales y de sentido contrario a las obtenidas en 
la figura 9.9 



Una vez obtenidas las reacciones H t , 
H 2 y H Jf debe resolverse el marco mostrado 
en la figura 9.10, un marco con fuerzas igua- 
les y de sentido contrario a las reacciones 
calculadas. Los momentos obtenidos del 
análisis de este marco, sumados a los obte- 
nidos en la primera etapa, o sea, con los 
desplazamientos horizontales impedidos, 
serán los momentos totales. Se verá ahora 
cómo resolver el marco de la figura 9.10. 

Para llevar a cabo el análisis del marco 
de la figura 9*10 se procede de la manera 
mostrada en la figura 9.1 1 . Se empieza por 
imponer un desplazamiento en el tercer ni- 
vel, restringiendo el desplazamiento de los 
otros niveles, figura 9.1 l-a. Esto se hace de 
la misma manera que en marcos de un ni- 
vel, es decir, introduciendo momentos de 
empozamiento perfecto arbitrarios en una 
de las columnas del nivel, calculando los 
momentos en las otras columnas de acuer- 
do a su rigidez lineal y llevando a cabo los 
ciclos de distribución y transporte de mo- 
mentos. Una \€7. terminados los cíelos de 
distribución y transporte, se calcula la fuer- 



denominado H fV Esta notación indica q u 
es la fuerza en el nivel 3 debida a un 
plazamiento impuesto en el mismo nivel \ 
El cálculo de esta fuerza se realiza como » 
indicó en la figura 9.9-6, pero se debe to- 
mar en cuenta que es la fuerza que produce 
el desplazamiento impuesto, y no la reac- 
ción que impide el desplazamiento. 

Va calculada la fuerza H JJr se calcula 
la reacción H 2y de la manera indicada en 
la figura 9.9-c, y después la reacción H 
como se planteó en la figura 9.9-d. Se deb¿ 
reparar en que H 2} es la reacción en el nivel 
2 debida al desplazamiento impuesto en el 
nivel 3 y H 9S es la reacción en el nivel 1 
debida al desplazamiento impuesto en el 
nivel 3. 

A continuación, el desplazamiento se 
impone en el nivel 2 y se restringen los des- 
plazamientos en los niveles 1 y 3, figura 
9.1 1-6. De la misma manera descrita en los 
dos párrafos anteriores, se calculan la fuerza 
H 22 y las reacciones H y2 y H, r Nótese que al 
imponer el desplazamiento en el nivel 2, apa- 
recen momentos de empotramiento perfecto 
en las columnas de los entrepisos 2 y 3. Para 
llevar a cabo los cálculos de esta etapa, se fija 
el momento de empotramiento perfecto en 
cualquiera de las columnas afectadas y se cal- . 
culan los momentos en las otras columnas de 
acuerdo con su rigidez lineal. 

Como paso siguiente, el desplazamien* I 
to se impone en nivel I y se calculan la faer* J 
za H n y las reacciones H v y H JV ffe« ra 
9.1 1-c. En marcos de un mayor número de 
niveles habrá que repetir el procedimiento 
tantas veces como número de pisos tenga el 
marco. 

En la figura 9. II se han dibujado rodas 
las fuerzas H de derecha a izquierda, pero 
al hacer los cálculos reales no resultan to- 
das del mismo signo. Así, la fuerza "n en * 
figura 9.1 1 -a seguramente tendría ü0 * en I 
do de izquierda a derecha, ya que esM fl^ 
produce un desplazamiento en este 
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(6 



(c) 



Figura 9.1 1. liberación de cada piso en forma consecutiva 



mentido, mientras que la reacción H 2i es 
muy probable que sí tenga el sentido 
mostrado en la figura. Se debe entonces esta- 
blecer una convención de signos consistente, 
w ejemplo, que todas las fuerzas de iz- 
quierda a derecha sean positivas y las de 
derecha a izquierda, negativas. 

Una vez realizados los cálculos indi- 
ra *« esquemáticamente en la figura 9.M, 
«plantean las ecuaciones de equilibrio de 
"*"as horizontales, como se hizo para 
"^rcos de un nivel, pero ahora se del» plan- 
una ecuación para cada nivel. Estas 
daciones representan que las fuerzas ho- 
'"ontales riel marco de la figura 9.10 y las 
* l <* marcos de la figura 9.1 1 deben ser 
¡N*. Pero las de los mar. os de la figU" 
'■'IdehM «lar multiplicadas por factores 
2 X * V X„ V a que los desplazamientos o los 
genios de empotramiento perfecto 
*^los en las figura» 9.11-*» by C, 
¿^■•vamcnie. fueron arbitrarios. Pl*"" 
testas ,<„.,« iones de equilibrio W 



obtiene entonces el siguiente sistema de 
ecuaciones: 



H it X l + H J2 X i *rí JJ X 3 = H J 



(9.9) 



Resolviendo el sistema se obtienen los 
factores correctivos X,, X¡ y X y Multiplican- 
do los momentos calculados a partir de las 
configuraciones de las figuras 9.1 l-c, b y a, 
respectivamente, por estos tactores, y suman- 
do los resultados correspondientes, se tiene 
la resolución del marco de la figura 9.10. 
los momentos calculados de esta manera 
deben sumarse a los obtenidos en la resolu- 
ción del marco de la figura 9.9-a, o sea, a los 
correspondientes al marco sin desplazamien- 
to lateral, para tener los momentos totales. 

Cuando se trate de resolver un marco 
sujeto únicamente a cargas laterales, es cía- 
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ro que sólo deben realizarse los cálculos 
mencionados partí la resolución del marco 
de la figura 9.10. No existen, en este caso, 
momentos debidos a cargas verticales en un 
marco con desplazamiento lateral restringido. 

En la explicación anterior se ha supues- 
to un marco de tres niveles, pero los mis- 
mos criterios se pueden aplicar a marcos de 
cualquier número de niveles. Habrá que 
plantear una configuración de desplaza- 
mientos laterales, como las de la figura 9. 1 1 , 
por cada nivel y un sistema de tantas ecua- 
ciones como número de niveles tenga el 
marco. En general, entonces, el sistema de 
ecuaciones se puede escribir en la siguiente 
forma: 



H ní X } + H n2 X ¿ +.„ + H m X n =H i 



Í9.I0) 

La solución del sistema de ecuaciones, usan- 
do la notación matricial, es; 



(9.11) 



donde ÍX| es una matriz columna formada 
por lo* factores correctivos X,, X^.JX' |H|~' 
« la matriz inversa de la matriz cuadrada 
formada por las fuerzas //,,, Hj^.fiL, H ¿1 
'H Jfj-HVj* H**->JÍ.m¡ V ih] es una 



matriz columna formada por las fuerzas ho* 
rizonlaies tip H Jf ...Jt . 



Ejemplo 9.2 Se n^uelve un marr o de una 
crupa y tres niveles sujeto a cargas verticales 



y horizontales. El marco tiene desplaza 
mientos laterales tanto por la presencia de 
cargas horizontales como por la asimetría 
ya que el voladizo de la derecha rompe la 
simetría del resto de la estructura. 

Los pasos a, b y c, en los que se calculan 
las rigideces angulares simplificadas, los 
factores de distribución y los momentos de 
empotramiento perfecto, son iguales a los de 
ejemplos anteriores, por lo que no se hacen 
mayores comentarios. Únicamente se señala 
que los momentos de empotramiento 
perfecto se calculan como si no hubiese 
desplazamientos laterales. 

En el paso d se presenta una tabla en la 
que se resuelve el marco con los despla- 
zamientos laterales impedidos. Se supone en 
esta etapa que el marco está en la condición 
indicada en la figura 9.9-a, es decir, que se 
han introducido apoyos a nivel de cada piso 
que evitan los desplazamientos laterales del 
marco. Después de obtener los momentos 
del último renglón de la tabla, se calculan 
las reacciones que tendrían que desarrollarse 
en estos apoyos. Como se explicó en relación 
a las figuras 9.9-6,- c y -d, hay que empezar 
por el nivel superior calculando la fuerza F 3 ; 
la fuerza horizontal en cada columna se 
obtiene dividiendo la suma de los momentos 
en los extremos de la columna entre su i 
altura. Así, la fuerza f (7) de t. 961 1 es igual 
a la suma de los momentos M CD y Mqc del j 
último renglón de la tabla (2-5971 y 3.2863) j 
entre la altura de 3m. La reacción F ¡ es igual 
y de sentido opuesto a la suma de las fuerzas 
en las columnas, para que el cuerpo libre 
esté en equilibrio. 

Después se analizan los dos niveles 
superiores como cuerpo libre p¿ rJ 
determinar ta fuerza F r Rna ello, se calculan 
primero las fuerzas horizontales en ta* 
columnas curiadas al trazar el cuerpo llbje¡ 
por ejemplo, F El es igual a ta suma <ieMg< 



obtcnidos on el ú " imr > renglón de 
tJ |«bla, enire la altura de 3m. A partir de 
^valores de las fuer/as en las columnas y 
de ta reacción ya calculada f v se determina 
f l vale* de la fuerza F ¿ por equilibrio del 
ta erpo libre tF 2 ^F^F B< + f< , = 0 ). 

De manera similar se calcula la fuerza 
f 1 1 n este caso el diagrama de cuerpo libre 
comprendo los ires niveles de la estructura, 
i al planlear el equilibrio de fuerzas 
bonzonlales se debe tomar en cuenta que 
las fuerzas F 2 y F i ya han sido calculadas 
como se describió en los dos párrafos 
anteriores. Obviamente es importante que 
unió las fuerzas en las columnas como las 
leacciones en los apoyos ficticios se 
miroduzcan con sus signos correctos. 

La siguiente etapa del proceso de 
análisis consiste en resolver un marco con 
ruerzas laterales iguales y de sentido opuesto 
alas reacciones F determinadas anterior- 
mente, tal como se explicó en relación a !a 
figura 9.3. Pero como en este ejemplo existen 
cargas laterales adicionales a las verticales, 
Ik fuerzas laterales totales deben ser iguales 
a la suma de las reacciones con signo 
cambiado y las fuerzas laterales reales. Por 
*templo, la fuerza Wj en el croquis que está 
^e* del pasoe, es igual a la fuerza lateral 

de 8 ton que aparece en los datos del 
y*p\o más una fuerza de 2.1 907 ton, esta 
última igual y de sentido opuesto a la 
r **t¿ón f De igual manera se calcularon 

f n el paso e $e inicia la resolución del 
^omenc ionadoen el párrafo anterior En 
|* tabla de este pasóse analiza un marco al 
** ha impuesto un desplazamiento en 
manteniendo restringidos los 
^'amientos en los otros pisos, como en 
9.11-j. Para esto se supusieron 
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momentos de * 1 0 ton-m en la columna CD. 
correspondientes a un desplazamiento hacia 
la derecha (la cuerda gira en sentido horario*. 
Como la columna FF tiene la misma altura y 
el mismo momento de inercia que la 
rolumna CD, en ella también se desarrollan 
momentos de - 1 0 ton-m en ambos extremos. 
En las otras columnas, como no hay despla- 
zamientos, tampoco hay momentos de 

empotramiento perfecto para iniciar el 
análisis. 

Una vez obtenidos los momentos 
finales en la tabla mencionada, se calcularon 
las fuerzas horizontales en cada piso, F n , 
F 2* Y f ir Recuérdese que con la notación 
usada el primer subíndice indica el piso en 
que se desarrolla la fuerza, y el segundo, el 
piso cuyo desplazamiento produce la fuerza* 
Igual que para el cálculo de las fuerzas F 
explicado en el paso tí, es necesario empezar 
con el diagrama de cuerpo libre del entrepiso 
superior, y calcular F 1V Después trazar el 
diagrama de cuerpo libre de los dos niveles 
superiores y calcular f 23 ; y así sucesiva- 
mente. 

A continuación, en el paso f, se impone 
un desplazamiento hacia la derecha en el 
nivel 2 manteniendo restringido el de los 
niveles 1 y 3. Este esquema corresponde al 
de la figura 9.1 1-6. En este caso se supuso 
un momento de + 10 ton-m en la columna 
CD (la cuerda gira en sentido antihorario) y 
se calcularon los momentos en las otras 
columnas. Como la columna EF tiene la 
misma longitud y el mismo momento de 
inercia, también desarrolla momentos de + 
10 ton-m en sus extremos. En las columnas 
BC y FC, los momentos se obtuvieron con 
la ecuación 9.6, que indica que los 
momentos en los extremos son propor- 
cionales a los momentos de inercia e 
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inversamente proporcionales .1 los cuadrados 
do las longitudes. Asi. 



%<2> J 



Como la cuerda BC gira en sentido 
horario, contrario a la cuerda CD, este 
momento de 1 5 ton-m es negativo, como se 
ve en la tabla del paso f. 

El desarrollo de la tabla y el cálculo de 
las fuerzas en los pisos, F t2 , F ]2 y F son 
similares a los del paso anterior, por lo que 
no ameritan más comentarios. 

En el paso siguiente se impone el 
desplazamiento lateral al piso I , como en el 
esquema de la «gura 9.1 l-c. A la columna 
BC se le asignó un momento de 10 ton-m, 
positivo porque la cuerda gira en sentido 
antihorario, y se calculó con la ecuación 9.6 

el momento resultante en las columnas AB 
y CH: 



M AB _ 4/otSF 



3/0(4)' 



10X3 



AB 



= 7.5 



las columnas AB y Cl I giran en sentido 
horario, por lo que sus momentos son 
negativos. A partir de estos momentos se 
desarrolló la tabla de cálculo del paso g y se 
calcularon las fuer/as f „, F 2 , y F, , como ya 
se ha explir ado para los pasos anteriores. 

Va habiendo calculado todas las fuerzas 
' *+■ sustituyeron sus valores en el sistema 
de ecuaciones 9.10, como fuer/as H De la 



misma manera, las fuerzas que aparecen . 
el croquis anterior al paso e son la* f Uer , 
H, del sistema de ecuaciones, o «a, 
términos independientes. Se resolvió el 
sistema de ecuaciones y se determinaron las 
incógnitas X,, X 2 y X, , que representan los 
factores correctivos por los cuales deben 
multiplicarse los momentos obtenidos en las 
tablas de los pasos gjy e, respectivamente 
En el ejemplo, estas incógnitas resultaron 
con valores de 7.886, 1 1 .379 y I6.457. En 
este caso, todas resultaron con valores 
positivos, pero en otros ejemplos algunas 
pueden ser negativas, o también pueden 
serlo si los desplazamientos se imponen en 
otro sentido. 

En el paso / se calculan los momentos 
finales. Primero se multiplicaron los 
momentos obtenidos cuando se impuso el 
desplazamiento al piso 1 por el valor 
resultante de X, (AU,|, después se hizo lo 
mismo para el piso 2 (A2Xj), y a continua- 
ción para el piso 3 (A3X 3 ). Los momentos 
así obtenidos se sumaron a los del paso d, o 
sea, a los que corresponden a desplaza- 
mientos laterales restringidos (A = 0 en la 
tabla). La suma de todos estos momentos 
representa los momentos finales en el marco 
mostrado al principio del ejemplo, bajo la 
acción de cargas verticales y horizontales. 

Nótese que sí cambian las tuerzas 
horizontales aplicadas al marco, to único 
que se requiere modificar son los términos 
independientes del sistema de ecuaciones. 
Si el marco hubiese estado sometido a cargas 
laterales únicamente, no se hubiesen calcu- 
lado los momentos correspondientes a la 
etapa de desplazamientos restringidos, paso 
(I, ya que todos son nulos. Y si el marco 
hubiese tenido cargas verticales únicamente, 
los términos independientes del sistema de 
ecuaciones serían las fuerzas laterales 
obtenidas al linal del paso d. 
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MfMPlO 9.2. RESOLUCIÓN DE Uf7u7¿^r , 

¿ N PE SPLAZAMIENTO LATERAL 1ARC ° C °N TRES NIVELES Y UNA CRU|ÍA~1 





P«oa) Cálculo de las rigideces angulares simplificadas 



*0C =K ir ^= 0.6667 1 0 



™° b¡ Cálr ulo de los íaclores de distribución 



"flj t- — r 



U -0.45*15 



O^a - 0,0909 



í (U* i íosj para marcos con (JesptazJfnivnto fotenil 



EJEMPLO 9.2 ¡continuación! 



«W« 



= 0.4545 



K C b * Ka + Kcd 'o + 0.2 /„ + 0.6667 / 0 



= 0.5357 



FO a = ÜCf 



0.2 Ir 



K CB + Kc f + K CD l 0 + 0.2 / 0 + 0.6667/ 0 



= 0.1071 



fD CD = 



K 



0.6667 Iq 



K CB + K Cf + K CD / 0 + 0.2 /„ + 0.6667 /- 



= 0.3571 



k dc+Kde 0.6667 /„+ 0.2 / 0 



= 0.7692 



0.2 /„ 



*¿x + 0.6667 /„ +0.2/,, 



— = 0.2308 



fü ü *0 
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oí "íd. HJoc^FDcf, FO CD * FD,¡. ; FD cf = FD rc 



FO^fO,,, «V=^, ; FDecsf¡)cs: ' » 



; H , FD AB = fD, H¡ 



n wr 2x5' 



12 



12 



= -4.1667 




M&rco* de vario* nfvpVs 4 



[JEMPLO 9.2 (continuación) 



REACCIONES «CESARÍAS PARA (MPEO.R L„S msP,.A, AMlíNr05 



IAIÍRAKS. 



3.2863 



2.5971 



£ f, • 2.1907 



0.546? 



0.1421 



F co = 1 .961 1 



F f{ = 0.2296 



Fuerza F , 



3.2465 



3.3154 




V 2.1873 



-0.133 



f c ,.0.(W93 
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EJEMPLO 9,2 (continuación) 



Fuerzo f } 



f f, = 2.1907 



c 


f 


f s » 0.1027 


B 


C 


f, - 1.2156 


2.4528 




N 0.0421 


1.0387 


A H 

* ■ _ 


-0.044 



FaB » 0.8729 



f ((C = 0.0005 



MARCO A RESOLVER CON FUERZAS LATERALES TOTALES 



H, 



"2 



















tl l * 8 ♦ 2.1907 - 10.1907 Ion 



H, «6-0.1027 * 5.8973 ton 



= 4 - 1.21 5f. - 2.7844 ion 
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ejemplo 9.2 (contínuttción) 



Fuerzas horizontales debidas al desplazamiento en el nivel 3. 



Fuerza F 



'i 



E F„* 4.8505 



-2.7028 



- 2.7028 



-4.5729 



- 4.5729 



f CD = - 2.4252 



F f( =- 2.4252 



Fuerza f 



23 



0.8761 



F BC = 1 .4448 



f Fj3 = 4.8505 




F a = - 7.7403 

3.4585 



Fuerza f 



13 




- 0.3093 



f F,j = 4.8505 



F F a -- 7.7403 



r„ = 3.5085 



- 0 6087 



F IIC - 0.3093 



()f viplO 9.2 (continuación} 
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ÍJEMPIO 9.2 (conlinuatiiio) 



Cálculo de (ucr/.is horizontales debidas al desplazamiento en el nivel ¿. 



fuerza / 



i2 



8.2254 



3.3856 



F co * 3 8703 



F n = 7.7406 



8.2254 



3.3856 



F ff • 3.8703 



Fuerza f 2? 



C 

9.0939 
g " 7-6954 

F 2 = 5.5964 



f f, 2 » 7.7406 



9.0939 
C V 



f 22 o 18.9334 



- 7.6954 



F 7 m 5.5964 



Fuerza F, 



2.94'1 




f, -2.2174 



£ F 3i ■ 7.7406 



f f„« 18.9334 



C - 15.6276 



í, - 2.2174 



FJCMPIO 9.2 (continuación) 



FiK'f/as horizontales debidas al dosplazamienio en el niv< 
Fuerza F „ 

D 



-0.5251 



-2.9831 
f co - 1.1694 



f M » 2.3388 



0.5251 



-2.98J1 



F lf = 1.1694 



Fuerza F 



21 



7.5579 



f ec ■ 4.0397 



F tl = 2.3Í88 




f c/ . ■ 4.0397 



Fuerza F , 



- 7.5592 




f fj, = 2.3388 



p F 2I = - 10.4182 



c F|| - 15.5758 



- 7.4336 
4 



'a« ■ - 3.74HJ 



3.7482 







PROBI (MAS 



9.1 Se ha analizado el morco mostrado, por el método de Cross, suponiendo que hay 
apoyos en los nudos / y H que impiden el desplazamiento lateral. Los momentos en 
los extremos de las columnas obtenidos bajo esta hipótesis son los que aparecen en la 
tabla en ton-nr Calcular los valores de las reacciones en los nudos / y H. 



D 



í 


H 


f 

7~7 /-T 


C 



4 m 




4 m 







M K 


M a 






M„ 


M„ 




H, 


w« 




+30 


+20 


+ 10 


+5 


+4 


+2 


-5 


-10 


+5 


+ 10 


+15 


+20 



J.2 Durante la resolución del marco por el mélodo de Cross, se restringe el 
desp azam.cnto lateral del piso superior y se aplica un desplazamiento al piso inferior 
de tal magnitud que produce en la columna AB momentos de -50 ton-m en sus extremos, 
manteniendo restringidos contra giro todos los nudos. Calcular los momentos que 
aparecen en los extremos de las otras columnas. 

C 



B 



A 

///// 





21o 




lo 




2 lo 






1 




Ha 




¿lo 




lio 



O 



i 



i rn 



— H 



IfT 



4 m 



4'M 



, Resolver los siguicnles marcos pr, r e t 



Pmhkvrm 49* 



mélodo decross. 



10 IM 



i 



21 U 



fio 



K > l < 



(a) 



5 Ion 



Ion / m 




(> ni 



(O 



b ton / m 



Eki 



T 



///// 



Sm 



4ro 




4m 



fio 



6 rr> 



6m 



joro* 



4 lon/m 




> m 



49b Método de Ctoss para múreos con desplazamiento lateral 



i ton / m 




IT 



4 m 



5m 



k >k H 

(0 



CAPÍTULO 1 0 

Líneas de influencia de 
estructuras isostáticas 



10.1 Concepto de línea de Influencia / lu.2 
Mélododirctlo/ 10.3 lincas de influencia 
puz el Principio de Müller-Breslau / 10.4 
Aplicaciones de lineas de influencia en 
*iHJ*/ 10-5 Momenli) flexionanle máximo 
ibtolulo / lO.b Líneas de influencia de 
¿rmadurat isostáticas 



10.1 Concepto de linea de 
influencia 

En los capítulos anteriores se ha estudiado el 
etetio de cargas permanentes, entendiéndose 
como tales a aquellas que no cambian su punto 
deapliracrón ni la magnitud de la carga. Mu- 
cha» de las cargas que actúan sobre estructu- 
ra* reales cumplen esta condición o varían tan 
poro que puede suponerse con suficiente 
*pK>xímación que la cumplen. Por ejemplo, 

« peso propio de una viga es una carga que 
Amanece prácticamente constante y es por 
■o Unto una carga permanente. Sin embargo, 
' a V otras cargas que cambian su punto de 
•'''"anón, es decir, no siempre están apli- 
'«l.nen H mismo punto de una estructura. 
2 *Í*mplo típico es el del peso de un ve- 
nido que circula sobre un puente. Su punto 
^ Oración se mueve a lo largo del puente. 
y* 1 se denominan cargas móviles. 

, ^ luego, hay otras < argas que cambian 
*u magnitud como *u punto de 
™*'ión. Fn i-I mismo ejemplo del puen- 
^f>"-tU-, t (lf(U |,„ vi-bfculos de dWinl" 
JO ' n w último c aso, se loma la < «gí 
""V'» magnitud para fines de di«'no 



l\ 3?l '** St rw » uiwe con,, «' CU4I es 

« vaior de las acciones producidas por es- 
«cargas para distintos puntos de aplica- 
« ton, con óblelo de seleccionar el valor 
max.mo para fines de diserto. Así. si a lo l.i.- 
Ro de la viga de un puente se desplaza una 
' arg a concentrada móvil, se necesila cono- 
cer, para ( acta sección o para varias seccio- 
nes, cuál es el valor del momento flexionanle 
V de la fuerza cortante correspondiente a 
distintas posiciones de la carga móvil. SI la 
viga de la figura 10.1 -a representa un lar- 
guero de un puente y la carga P representa el 
peso de un vehículo que se mueve a lo largo 
de la viga, el momento flexionanle y la 
fuerza corlante en un punió cualquiera, 
como el C. dependerán de la posición de la 
carga /'.osea del valor de x. Una manera de 
resolver el problema en cuestión serla la de 
calcular el momento y la fuer/a cortante en 
el punto C para muchas posiciones de la car- 
ga. Sin embargo, el problema se simplifica 
usando el concepto de linea de influenció 




que se présenla a contini 

La linea de influencia de una acción, 
cor respondiente a un punto determinado de 
una viga, es un diagrama trazado a lo largo 
de la viga cuya ordenada en un punto cual' 
quiera es igual al valor de la acción en el 
punto determinado si hay una carga concen- 
trada aplicada en el punto cualquiera. Asi, 
si el diagrama de la figura 10.1-6 representa 
la línea de influencia de momento flexio- 
nanle en el punió C, la ordenada en un punto 
cualquiera, como el D, es igual al valor del 
momento flexionanle en C cuando una carga 
concentrada P está aplicada en D. La orde- 
nada y u es igual entonces al valor del mo- 
mento flexionanle en C cuando la carga P 
está aplicada en D. La línea de influencia 
permite obtener el momento flexionanle en 
C para cualquier posición de la carga a lo 
largo ile la viga. En el caso de la ligura I , el 
nwiTMOlO flexionanle máximo en el punto L 
ocune cuando la carga está aplicada en el 
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Figura 10.1. Concepto de línea de influencia 



mismo punto, ya que ahí es máxima la orde- 
nada de la línea de influencia; pero no siempre 
es así. Es impórtame observar que cada punto 
o sección de una viga tiene una línea de 
influencia diferente y la forma de la línea 
de influencia es también diferente para cada 
acción. En lo que queda de este capftulo se 
presentan métodos para determinar líneas de 
influencia en vigas y armaduras isostáticas. 

Antes de proceder a la exposición de 
métodos para calcular lineas de influencia, 
es conveniente recalcar la diferencia entre 
diagramas de acciones y líneas de influen- 
cia. Por ejemplo, la ordenada de un diagra- 
ma de momentos flexionantes en un punto 
cualquiera es igual al valor de esta acción 
en el mismo punto por efecto de una carga 
determinada. Las ordenadas y c y y p en la 
figura 10.2-j representan el valor del 
momento flexionante en las secciones C y 
0; résped iva mente, para la viga de la figura 
10.1 -a sujeta a la carga Por otra parte, la 
ordenada de la línea de influencia en un 
punto cualquiera es igual al valor del mo- 
mento flexionante en un punto determinado 
cuando hay una carga concentrada aplicada 
en el punto r ualquiera. La ordenarla y f> en 
la figura 1 0.2-6 es igual al valor del momento 
ftexronante en el punto ( cuando hay una 



carga concentrada aplicada en el punto D. 
Puede ser que la carga esté aplicada en el 
mismo punto para el que se trazó la línea de 
influencia; sería el caso de la ordenada y c 
en la figura 10.2-6 que proporciona el 
momento flexionante en C cuando la carga 
está aplicada también en C En otras palabras, 
el diagrama de momentos flexionantes se 
calcula y se traza para una carga determi- 
nada y proporciona el valor de una acción 
en cualquier sección por efecto de esa carga. 
La linea de influencia se calcula y se traza 
para un punto determinado y para una 
acción determinada, y proporciona el valor 
de la acción en ese punto cuando hay una car- 
ga aplicada en un punto cualquiera* Una lí- 
nea de influencia hay que trazarla para una 
determinada acción y para un punto o sec- 
ción de una viga. Por ejemplo, la línea de 
influencia de la figura 10.1-6 es solo para 
momento flexionante y sólo para el punto C 
Nótese que es necesario especificar tanto la 
acción como el punto o sección de la viga- 
En el ejemplo de la figura 10.1-6, la línea de 
influencia es de momento flexionante 
(acción) en el punto C 

En el párrafo anterior, por claridad oe 
la exposición, se ha usado el caso de lípW 
de influencia de momento ílextonanle en 
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la) Diagrama de momentos ílexionantes 
para la viga de la figura 10.1 -a con la 
carga P. 



(b) Línea <le influencia de momento 
flexionante en el punto C de la viga de 
la figura 10.1 -a. 



Figura 10.2. Diferencia enlre diagrama de acción y línea de influencia 



una viga. También se calculan líneas de in- 
fluencia para otras acciones, fuerza cortante y 
fuerza normal, y para otro tipo de estructu- 
ra marcos o armaduras. Suelen calcularse 
líneas de influencia de reacciones, ya que 
es importante conocerlas para ciertas 
estructuras de puentes. También se ha 
supuesto en la explicación anterior que la 
carga aplicada tiene un valor cualquiera P 
íl cálculo de líneas de influencia se hace 
normalmente para cargas unitarias, y los 
«lores para otras cargas se obtienen por sim- 
ple multiplicación, ya que son directamente 
Proporcionales al valor de la carga. Esle 
capítulo se limita al caso de estructuras 
astáticas. 



Método directo 

^Júngase que se desea calcular la línea de 
¡""wncia de la reacción en A de la viga de 
Ta,l Kü« 10.3-a, obteniendo las ordenadas 
J? '*» secciones señaladas. El método más 
P«o no el mis expedito, consiste en 

Coto*- * Ji-fcI«t<M 



una carga unitaria en las dientas 
2¡ l00f * V calc ular el valor correspondiente 
m ! * c ión en A, R A . Por ejemplo, se c 



ca una carga en la sección 1, figura 10.3-6, 
se calcula el valor de R A correspondiente, y 
este valor será la ordenada de la línea de 
influencia en la sección 1, figura 10. 3-c, de 
acuerdo con la definición de línea de in- 
fluencia. Después se coloca la carga unita- 
ria en el punto 2, figura 10.3-d, se calcula el 
valor de R A correspondiente que será la or- 
denada de la línea de influencia en el punto 
2. figura 1 0.3-e. Se repite esle cálculo colo- 
cando la carga unitaria en las otras secciones 
mostradas en la figura, y cada valor de R A 
será la ordenada de la línea de influencia 
en el punto de colocación de la carga* De 
esta manera se tendrían las ordenadas en 
todas las secciones de la viga seleccionadas 
y uniéndolas se tendría la línea de influen- 
cia, como la mostrada con linea punteada 
en las figuras 10.3-cy 10J-e. 

En vez de calcular las ordenadas de la 
línea de influencia punto por punto, como se 
acaba de explicar, resulta más sencillo plan- 
tear una ecuación para la reacción, o para 
cualquier acción, en función de la posición, 
x de la carga unitaria- Supóngase, en 
referencia a la figura 10.1 -a, que se desea 
calcular la línea de influencia para la reac- 
ción en el apoyo A, R y y para la tuerza cor- 
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FiRura 10.3. Linea de influencia de una reacción calculada punió por punió 



lanle y el momento flexionante en el punto 
O, que se denominarán V ( y M c , respectiva- 
mente. Se coloca una carga unitaria en un 
punto cualquiera O. figura 10.4-a, localizado 
a una distancia x del apoyo A, y se plantean 
las siguientes ecuaciones, en función de x, 
para *„. V, y M, . 



110.11 



110.21 



Para < f , o sea, si la carga unita- 

ria se coloca entre los puntos C y B: 



(10 J) 



R»m OSaS x> , o sea. si la carga unita- 
ria se coloca entre los puntos A y C: 



j/m tota 0SxS* ( , osea, si la carga unita- 
ria se coloca entre los puntos A y C: 



SurfWyendo el valor de R A y , lnip)(ft> 
c >nd* 

(10.4) 

ftra *, 5 x S /. o sea, si la car B a unirá- 
j, sV coloca entro los punios C y B: 



(10/*) 



En las figuras 10.4-/;, -c, y -c/ m? h.m tra- 
ído las funciones 10. 1 a 10-5 que repre- 
sentan las líneas de influencia de la reacción 
&\A, de la fuerza corlante en la sección Cy 
del momento ílexionante en la misma sec- 
ción C respectivamente. Se puede observar 
que las ecuaciones 10.1 a 10.5 son, (odas, 
[unciones de primer forado de la variable x. 
foresta razón, las gráficas de las funciones, 
osea, las líneas de influencia, son líneas 
recias, como se ve en las figuras correspon- 
dientes. Esta propiedad puede generalizarse 
jura cualquier estructura isostálica lo que 
permite establecer un principio muy impor- 
tante: tas lineas de influencia de estructuras 
'filáticas son líneas rectas. Este principio 
facilita mucho el trazado de líneas de 
afluencia, ya que si se determinan las orde- 
narlas en dos puntos, basta unirlas con una 
"*ea recta para tener toda la línea de in- 
fluencia. Desde luego los dos puntos deben 
**ccionarse dentro de un tramo en que la 
IIf *a de influencia tenga una sola función. 
***j*mplo, si se trata de la linca de influen- 

V ( en la viga de la figura 1 0.4, se necesi- 
*4n r|r A puntos r*n «4 tramo Ai v otros dos 
en el tramo CB. Por lo general, la fof- 
^ ™á* sencilla de Ira/ar líneas de iníluencia 
*«*tKluras ismlátk as < onsiste en calcular 
* Añadas en algunos puntos y aplicar 
■ ***** 'Pió de que las líneas son rectas. En 
4 ¡Mayoría de lo* casos, las ordenadas jn 
puntos *on obvias o muy íác ríes de 



"'culir, Por ejemplo, para calcular la línea 
¿J ,n,| wncia de ^ » puede ver que si 
CO,oca carga sobre el apoyo A, la 
«■« ión R A vale I . mientras que si se c oI,h .i 
m carga en el a ()oyo fl, | a reacción K A vale 
^ Se nenen así dos puntos que definen la 
linea compila. En los siguientes ejemplos 
* ilusira el cálculo y trazado de lineas de 
influencia con me procedimiento. 



neas 
pro- 



Ejemplo 10.1 Aunque ya se ha dicho que la 
determinan ión de las ordenadas de U 
de influencia punto por punto no ei 
cedimiento más conveniente, este ejemplo 
está resuelto de esta manera para ayudar a 
la comprensión del concepto. Como se ve, 
basta colocar una carga unitaria en cada uno 
de los puntos en los que se desea conocer la 
ordenada, y calcular los valores de las ac- 
ciones correspondientes, en este caso del 
momento ílexionante y de la fuerza cortante 
en el empotramiento. Así, si se coloca una 
carga unitaria en el extremo del voladizo, 
punto 1, el momenro ílexionante vale -6 y 
la fuerza cortante, -1 , De la misma manera 
se han calculado los valores para cada 
posición de la carga unitaria. Esta carga pue- 
de tener cualquier unidad; si es de 1 ton, la 
línea de influencia de M & tendrá unidades 
de ton-m y la de V ñ , de ton. También puede 
dejarse la carga unitaria en forma 
adimensional; en este caso, M fí tendrá uni- 
dades de m y V 8 será adimensional. Teniendo 
los valores de M H y de V B para cada posición 
de la carga, se marcan las ordenada* en cada 
punto, como se muestra en los dos diagramas 
del final del ejemplo, y ya se tienen las líneas 
de influencia. 

A partir del conocimiento de que las ll- 
uras de influencia de estructuras isostálica* son 
lineas rectas, el problema se puede resolver 
más fácilmente determinando dos puntos de 
cada linca. Para la línea de iníluencia de M B t 
se sabe que el momento en fl vale -6 si la 
carga unitaria está aplicada en el punto I, y 
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Figura io,4. Lín*« dé mnueni ta a pvlii do funciones 



qüe vale o si está colocada en el punto 7, 
o sea, en el mismo empotramiento, tam- 
bién se Sabe que la función de momenío 
ffexionante es una sola a lo Lugo de la 
viga. Entonce* basta unir el valor de -6 
en el punto I y el de 0 en el punto 7 para 
tener la línea completa En cuanlo a la lí- 
nea de influencia dr V /t t w so t olor a la 
carga unitaria en dos puntos < oalesquifM 
ar la viga, por ejemplo rl J y el 'i, el v ¿. 
jor de la fuma corlante n i. Entonce* a 
l'ned de Influencia es una paralela al e|e 
de la vi**. 



Como una primera aplicac ión del con- 
( epto de líneas de influencia, supóngase que 
una carga concentrada de 8 Ion se desplaza a 
lo largo de la viga y que se desea calcular el 
momento flexionante en rl eni|)olramii!filu 
para distintas posiciones de esta i .itk.i Basta 
multiplicar la ordenada de la línea de in- 
flueft ia de A/ H en el punió de aplicación po* ti 
valor de Li caifja, para tener el nionienlo de 

ampotnmlentQ, ejemplo, si la carga está «1 

el punto 1, el momento llexion.inle en el em- 
potrarniento valdrJ (-4» (8) » *32 lon-ffl, la 
fuerza cortante en el empotramiento,, paw 
i ualqulüf posición de lá carga, serí de -8 ton 



l]f MPlO 10.1. CALCULAR LAS ORDENADA-TorTT^!" 

IOS PUNTOS MOSTRADOS, DE MOMENTO ñevíft ^ INFLUENCIA, tN 

CORTANTE EN El EMPOTRAMIENTO MFDIavtf n ddI V DE FUERZA 

£¿ R pUNTO MEDIANTE El PROCEDIMIENTO DE PUNTO 
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Línea de influencia de M B 
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Línea de influencia de V, 



Ejemplo 10.2 Se traía del mismo voladizo 
del ejemplo anterior, pero ahora se piden las 
líneas de influencia de momento ílexionante 
y fuerza cortante en el centro del claro, o 
sea, en el punto 4. El problema se ha resuel- 
to determinando dos puntos en cada tramo 
en que las funciones son las mismas. Así, 
para la línea de influencia de momento 
flexionante, se determinaron dos puntos en 
el tramo 1-4: el valor del momento en el 
punto 4 cuando hay una carga unitaria apli- 
cada en el punto I , que es la ordenada y, , y 
cuando hay una carga aplicada en el punto 
4. que n la ordenada y 4 . De esta manera se 
'"' n( - •«* línea ri-r ta que va de i. en el punto 
1. a 0 en el punto 4. Por simple inspección 
puede verse que pare - uaiquier posf< Ion lir- 
ia carga unitaria entre los punios 4 y 7, el 
momento ftexkmanfe en '•! punir» 4 es nulo, 
y por lo lamo (odas las ordenadas en esle 
irimo valen 0. Pero si no se viese, se calcula 



el momento en 4 cuando la carga está en 7. 
que es la ordenada y 7 que también vale cero. 

De manera semejante se determinó la lí- 
nea de influencia de fuerza cortante en el pun- 
to 4. Si se aplica una carga unitaria en el punto 
I , la fuerza corlante en el punto 4 vale -1 ; por 
lo tanto, la ordenada en el punto I es -1 . En el 
punto 4 hay una discontinuidad, ya que la 
fuerza cortante cambia brusc ámenle de valor 
si la carga se aplica inmediatamente a la 
izquierda o a la derecha del punto. ft>r eso se 
han calculado dos valores. Si la carga está l¡* 
geramente a la izquierda, la tuerza cortante 
en 4 vale-1, pero si está ligeramente a la de- 
recha, vale 0, ya que no hay fuerzas a la ¡z* 
quierda de la sección. Si la carga unitaria está 
aplicada en cualquier punto, entre el situado 
ligeramente a la derecha del punto 4 y el pun- 
to 7, la fuerza cortante en el punto 4 es 0, ya 
que no hay fuerzas a la izquierda de la sec- 
ción. ft>r eso, las ordenadas de la linea de in- 

Húmela ion todas nulas. 
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(|l MPlO 10.2. CALCULAR LAsTÍÑÍaT^: 

EXIONANTE Y DE FUERZA CORTANTE fi n L? FlU «NClA Dí MOMENTO 
■fMPlO ANTERIOR EN P UNTO 4 DEL VOLAD.ZO DEL 
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de influencia de momenlo flexionante 

Si la carga está en el punto 1 : 
M4 = y,=(-t)(3) = -3 

Si la carga está en el punto 4: 
Si la carga está en el punto 7: 




5 6 



Línea de influencia de M t 

Linea de influencia de fuerza cortante: 

* ,a carga está en el punió 1 : 

V 4 - y m -1 

* '* carga está ligeramente a la izquierda del punto 4: 




ligeramente a la derecha del punto 4: 



1 a 



MPIO 10.2 (continuación) 



Si Id carga está en el punió 7: 




Línea de influencia de v 4 



Ejemplo 10.3 Se ilustra la oblención de lí- 
neas de influencia en una viga con tres apo- 
yos y una articulación interior, por lo cual 
es isostática. Primero se ha obtenido la lí- 
nea de influencia de la reacción en el apoyo 
C. £1 principio de solución es el mismo de los 
ejemplos anteriores: se coloca una carga 
unitaria en ciertos puntos y se calcula la 
reacción en C Basta con colocar la carga en 
puntos que pertenecen a un tramo en el que 
no cambia la función, aunque en caso de 
duda, puede colocarse en más puntos. Así, 
entre el punto 1 y el punto 3, la función dé 
R c es continua. Si se coloca la carga en el 
punto 1, o sea, sobre el apoyo A. la reac- 
ción en C vale 0, ya que toda la carga es 
tomada por el apoyo A. Si se coloca en el 
punto í, la reacción en C puede calcularse 
como se muestra en el diagrama de cuerpo 
ubre entre los puntos 3 y 9; resulta un valor 
<*e la reacción de 1 ,5 hacia arriba. Como la 
línea de influencia es una línea recta, por el 
principio ya demostrado, se pueden unir las 
ordenadas de 0 en el punto I , y de 1 .5 en el 
punto (. p df a tener el diagrama entre estos 
OOf puntos. Desde luego que también pudo 

'«locarse lj tiir Ka unitaria en el punto 2 y 
« alr ular R, . lanlo pdíi| , omprobac ión tomo 



para tener la ordenada en otro punto que no 
sean el I y el 3. Siempre conviene colocar 
la carga unitaria en aquellos puntos que con- 
duzcan a un cálculo más directo del valor 
buscado. Por ejemplo, colocarla sobre los 
apoyos con mucha frecuencia produce va- 
lores nulos de las funciones en otros pun- 
tos. En este caso, se colocó la carga unitaria 
sobre los apoyos C y D para tener otros dos 
puntos y completar la línea de influencia de 

La línea de influencia de M c se obtuvo 
de manera semejante. Se colocó la carga 
unitaria en los mismos puntos del caso an- 
terior y se calculó el valor del momento en 
C para cada posición de la carga. Obsérvese 
que la función de momento en C no cambia 
si la carga se aplica entre cualquier pareja de 
estos puntos. Por ejemplo, si se coloca entre 
los puntos 5 y 9, la viga trabaja como una 
libremente apoyada en C y en D, y el 
momento en C siempre vale 0 porque es un 
apoyo libre. 

A continuación se calculó la línea de 
influencia de fuerza cortante en C. Aquí hay 
que notar que la fuerza cortante cambia 
bruscamente de un punto situado ¡nmedia- 
lamente a la izquierda del apoyo a un punto 



¿o inmediatamente a la derecha, por oí 
^, 0 de la reacc.ón. Por lo tanto, lt monos 
# especifique para <,ué pumo so pide , 

¡^influencia, se debe calcular una lf nea 
cacia punto. Asi se hizo en el ejemplo 

Para el punto situado inmediatamente 
j|, izquierda de C, se colocó primero I,! 
íJfg a unitaria en el punto 1 . Para esta posi- 
ción, la reacción en A también vale I. |,, 
suma de fuerzas a la izquierda de la sección 
rt 0v. por lo tanto, también la ordenada de 
Ij línea de influencia es nula. Si la carga se 
jplica en el punto 3, o en cualquier punto 
entre el 3 y la sección situada ligeramente 
.la izquierda de C, la suma de fuerzas a la 
izquierda de la sección es -1, y ésta es la 
ordenada de la línea de influencia en todos 
estos puntos. Al pasar la carga unitaria a la 
derecha del apoyo C, ya no hay ninguna 
carga a la izquierda de la sección localiza- 
da inmediatamente a la izquierda de dicho 
apoyo, y por lo tanto las ordenadas de la 
línea de influencia son nulas entre los pun- 
K»5y9. 

la línea de influencia para el punto lo- 
calizado inmediatamente a la derecha del 
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de ¡nfluiS ? ^ 56 ,Cnían ,as " neas 
da de C v 1 f PUn '° SÍ,uado a la 

que L A « íeaCd6n ^ ' y * ob * ervo 

¡Rúa | a tT COMan,e 3 ' a derecha de C « 

él valor ¿7" C ° r ' an,e a la izí ' uieída m * 

suma, . ? aCCÍÓn - En,once * b *'a «n 
sumar las dos líneas de influencia ya obte- 
ngas para tener la buscada. Así, en el punto 

}' am ^ as s , on 0 V >a buscada será también 
nuia. En el punto 3, una vale -1 y la otra, 
+ 1 • 5, por lo que el resultado es +0.5; y de la 
misma manera en los otros puntos. Cuando 
se piden varias líneas de influencia de una 
misma viga, es frecuente poder aprovechar, 
como en este ejemplo, una línea ya obteni- 
da para calcular las demás. Si se tiene la de 
una reacción, por poner un caso, y se pide 
la de un momento flexionante en cierta sec- 
ción, se puede calcular la segunda multipli- 
cando la línea de influencia de la reacción 
por la distancia a la sección, y en su caso 
también la carga unitaria por la distancia a 
la sección. 



EJEMPLO 10.3. LÍNEAS DE INFLUENCIA DE REACCIÓN, MOMENTO FLEXIONANTE 
V FUERZA CORTANTE EN EL PUNTO C DE LAVICA CON ARTICULACIÓN INTERIOR 




EJÉMPLO 10.3 (continuación) 



IÍNEA Of INFLUENC IA DI REACCIÓN EN C 

Si la carga unitaria se aplica en I : = o 

Si la carga unitaria se aplica en 3: 
De 2>D=0, 



3 4 
1- 



8 



Si (a carga unitaria se aplica en 5: ^ = 1 T 
Si la carga unitaria se aplica en 9: = 0 



7 



9 
O 




Línea de influencia de Z^- 

LÍNEA DE INFLUENCIA DE MOMENTO EN C 
Si la carga unitaria se aplica en 1 : m c = 0 
Si la carga unitaria se aplica en 3: 



5 



8 



B 




D 



M c --1*2 «-2 

Si la carga unitaria se aplica en M, ■ 0 
Si la rarga unilaria %t > aplica en 9: M, -0 




j"^j¿4plO 10.3 (continuación! 




| |jN£AD£ INFLUtNl IA Di rurRíACORlAMTífNC 

a) Ligeramente a la izquiercKt. 

Si la carga unitaria se aplica en I : g - , v , 
| Si la carga unitaria -e aplica en i: v t = _j 

4 5 6 7 



C 



Si la carga unitaria se aplica entre el punto 3 v un punto a la izquierda de 5: v c =-! 
Si la carga unitaria se aplica a la derecha del punto 5: V c =0 
* la carga unitaria se aplica en 9: V c =0 




0 




de Influya dá.li ll^-amen-e a Izquierda, 
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EJEMPLO 10. í (continuación) 




b) Ligeramente a la derecha 



La fuerza corlante a la derecha de Ces igual a la fuerza cortante a la izquierda 
de C más el valor de la reacción en C. 

Se suman los diagramas de líneas de influencia correspondientes. 




Línea de influencia de V c (ligeramente a la derecha). 



10.3 Líneas de influencia por el 
Principio de Müller-Breslau 

Otro método para construir líneas de influencia 
consiste en la aplicación de un principio, 
que se demuestra más adelante, conocido 
con el nombre de Principio de Müller- 
Breslau, ingeniero alemán que lo estableció 
en ! 886. Se puede enunciar de la siguiente 
manera: la línea de influencia de una reac- 
ción o de una acción /momento flexionante 
o fuerza cortante) tiene la misma forma que 
la viga deformada cuando se le impone un 
desplazamiento unitario correspondiente a 
la reacción o acción determinada. A conti- 
nuación se ilustra para una viga libremente 
apoyada, con referencia a la figura 10.5 

La línea de influenc ia de la reacción en 
A se obtiene introduciendo un desplaza- 
miento unitario a la viga en dirección de la 
reacción, figura 10.5-6. La forma de la viga 
deformada es la línea de influencia de K.. 



Para introducir el desplazamiento unitario, 
se supone que se elimina la restricción a la 
deformación de la viga en el apoyo, como 
se muestra en la figura 10.6-a, y no se per- 
mite otro tipo de deformación, por ejemplo, 
debido a flexión o a fuerza cortante. Por esta 
última razón la viga permanece recta. Se 
puede comparar esta línea de influencia con 
la de la figura 10.4-6. El sentido del despla- 
zamiento en la figura 10.5-b, corresponde 
al sentido positivo de la reacción en la 
figura 10.6-a, o sea, hacia arriba. 

La línea de influencia de fuerza corlan- 
te en un punto C de la viga, figura 10.5-c se 
obtiene cortando la viga en esc punto* como 
se muestra en la figura e introduciendo 

un desplazamiento unitario correspondien- 
te a fuerza córrante. La forma de la viga 
deformada es la linea de influencia de V c . 
como puede verse comparando las Mfturas 
10.5-ey 10.4-c. En este caso, no deben per- 
mitirse deformaciones por (lexión o por d 
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Figura 10.5. Líneas de Influencia por 



el principio de Müller-Breslau 



^«miento do las tcacciones. Para que no 
**M deformaciones por flexión, los dos tra- 
de línea de influencia entre el punió C 
' ^ apoyos deben ser paralelos. De otra 
***** habría un giro relativo, deformación 
** «"responde a la flexión. Obsérvese que 
^Mo se hace referencia a un desplaza- 
J^u unitario. M .-ntu ndequees un **■ 
J^rmento muv pe (iu( .n ( ), ya que de otra 

"<* ángulos no podrían igualarse a sus 
r*«e* V las distan, ias a/í y bit mo*««g 

''Rura 10.5-f no serían corree «*■ 
desplazamiento en la figura 10.5 



c corresponde al sentido positivo de la fuer- 
za cortante 10.6-b, o sea, la fuerza cortante 
es positiva en una sección cuando las fuer- 
zas a la izquierda son hacia arriba, o cuan- 
do las fuerzas a la derecha son hacia abajo. 

La línea de influencia de momento 
flexionante en un punto C de la viga, figura 
ií) 5-ti se obtiene introduciendo una arti- 
culación en ese punto, como se muestra en 
I. finura 10.6-c, e imponiendo un giro uní- 
Lio o sea, la deformación correspond.en- 
1 flexión. La forma de la viga de.ormada 
S de influencia de M c . Se puede 



le 



H 



comparaj ton la de l<i figura 10.4-d. Obsér- 
vese que en este caso no hay deformaciones 
< orrespondrenfet .i luer/a < orlante n ,i drs 
plazamiento de los apoyos. La primera 
condición implica que los ríos rramos do viga 
permanezcan unidos en el punió C La mag- 
niitid de la distancia / y de los ángulos H A v 
9 H , figura I0..W. puede c alcularse de la si- 
guiente manera. Si el Angulo de giro, 0 SH , 
es unitario, entonces : 

e*+e B = i oo.6i 

Por otro lado. 



9 A =i Y B B ,Í (10.7) 
a o 

Sustituyendo 10.7 en 10.6 y resolvien- 
do para 2: 



Z *-ÍÍL = ^ (10.8) 
a + 6 t 

Y sustituyendo este valor de r. en las 
ecuaciones 107; 

»*»7 y e«=7 < l0 - 9 > 

El signo del giro en la figura 10.6-c es 
tal que la suma de momentos a la izquierda 
de una sección es positiva en el sentido ho- 
rario y la suma de momentos a la derecha es 
poiiliva en el sentido anlihorario. 

En la presentación anterior se ha mos- 
trado que las líneas de influencia obtenidas 
por el principio de Müller-Rreslau, o sea, 
introduciendo deformac iones unitarias co* 
m ^pondientes a cada reacción o acción, y 
evitando las deformaciones correspondien- 
tes a las otras reacciones o acciones, son 
iguales a las obtenidas por el método direc- 
to. Una demostración mis formal del Prin- 




Figura 10,6. Eliminación de restrit < kHWl 



cipio de Müller-Breslau se incluye a conti 
nuación usando el Principio del Trabajo Vir- 
tual estudiado en la Sección 37-7. 

Supóngase que en la viga de la figura 
I0.5*a se coloca una carga virtual unitaria 
en un punto cualquiera a una distancia n del 
origen de coordenadas* Si se impune a la 
viga un desplazamiento S KA en el apoyo A 
como se muestra en la figura 10.5-b, el pun- 
to ríe aplicación de la carga unitaria sufrirá 
un desplazamiento y. Al imjx>ner el desp'J* 1 " 
miento del a|K>yo A t como se ha indicarlo, la 
reacción en A y la carga unitaria reali/ar Jft 



, trjWjo 3 ,a "Wgniiud de las carg ds 
* desplazamiento, y por el Teorema 
J¿eeMi. estos trabajos deberán ser 
JLle$. lo ,an, °' se P"ede escribir U 
¿ w aoón: 



pero si el desplazamiento o 



'10.10) 



es uni- 



a vifta de- 
nle con U 
ante en el 



macrón untUrla v y . 

fes dc ,a tete 

den cSr^' m ' Srn ° pu*- 
e> caso de la t, gUfa ,0 5.^ 
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Esta ecuación indica que si se aplica una 
caga unitaria en un punto situado a una dis- 
tancia x del origen, la ordenada de la viga 
desplazada en el punto de aplicación de la 
arga es igual a la reacción R A producida por 
ü carga unitaria. Esta es la definición de 
línea de influencia y por lo tanto la viga des- 
plazada coincide con la línea de influencia, 
lo cual demuestra el Principio de Müller- 
Sreslau. 

De manera semejante, si el desplaza- 
miento que se impone a la viga corresponde 
afoerza cortante, como en la figura 10.5-c, 
« fuerza cortante en el punto C desarrollará 
«trabajo igual a la magnitud de la fuerza por 

d desplazamiento en el punto C, y la carga 
*t<taria, un trabajo igual a la unidad por el 
^aplazamiento en su punto de aplicación. 
* * toma en cuenta que el desplazamiento 
" C es unitario, esto conduce a las 
icones: 



■10.12» 



(10.13) 

U, « ecuación indica que la ordenada 
' "Ra deformada en el punto de api'"' 

* 'arga es igual a la fuerza cortante 
1 *Sttún en la que M impuso la ^ to '' 



y = M, 



<10.I5f 



que demuestran que la viga deformada de 
la ftgura 10.5-d coincide con la línea de in- 
fluencia de momento flexíonante en el pun- 
to C. 

En general, (a obtención de líneas de 
influencia con el Principio de Müller-Breslau 
es más sencilla que con el método directo y 
ayuda a que el estudiante de Análisis Estruc- 
tural adquiera habilidad en el trazado de 
estructuras deformadas. También puede usarse 
para obtener líneas de influencia de estruc- 
turas hiperestáticas, si bien en esta etapa del 
curso, sólo en forma cualitativa. A conti- 
nuación se ilustra el método con algunos 
ejemplos. 

Ejemplo 10.4 Se trazan líneas de influencia 
de una viga con dos voladizos usando el 
Principio de Müller-Breslau. Para la primera 
línea de influencia, de reacción en el apoyo 
O, se elimina la restricción de reacción, 
como en la figura 10.6-a, y se impone un 
desplazamiento unitario en el apovo D, La 
viga toma la forma ABC O í \ Obsérvese que 
no se viola la restricción de reacción en B, 
va que este punto no se desplaza, y como la 
v joa permanece recta, no se v.ola tampoco 
ninauna restricción de fuerza cortante o de 
momento flexíonante; es decir, no hay 
Sm¿ upo de desplazam.ento de los 
...rimen las figuras 10.6-6 y c 
U.méndo"a ordenada de la línea deinfluen- 



» i.i en /)', que es igual .1 1, por simple 
proporción se calculan las ordenadas en los 
otro* punios 

Para la línea de influencia de fuerza 
cortante en la sección 4, se hace un corte 
en esta sección, como en la figura 10.6-6, y 
se introduce un desplazamiento total unita- 
rio entre los dos extremos corlados. El signo 
de este desplazamiento corresponde a fuer- 
zas cortantes positivas y como la sección está 
en el centro del claro, cada desplazamiento 
parcial vale 0.5; para otras secciones se cal- 
cularían con las expresiones mostradas en 
la figura 10.5-c. El tramo A'BC liene que 
pasar por el apoyo B, para que no se viole la 
restricción de reacción, y tiene que ser recto, 
para que no se violen las reslricciones de 
fuerza cortante y momento flexionante. El 
tramo C'DE ' también tiene que pasar por 
el apoyo y permanecer recto. Por lo tanto, 
la línea de influencia queda definida por 
A'BCC'DE'. Teniendo las ordenadas en C'y 
en C", se calculan las de los otros puntos 
por proporción. 

En el siguiente caso, línea de influen- 
cia de momento flexionante en D, se intro- 
duce una articulación en ese punto, como 
en la figura 10.6-c, y se impone un giro uni- 
lario producido por momentos flexionantes 
positivos. Al aplicar estos momentos, el tra- 
mo de viga ABCÜ no puede moverse, pues 
no puede despegarse de los apoyos B y D, y 
tiene que conservarse recto. El tramo DE sí 
puede girar, ya que tiene un extremo libre, y 
es el que debe entonces absorber el giro 
unitario, como se muestra en el esquema. 
Nóiese que, por el sentido del momento, la 
viga se desplaza hacia abajo. Esto indica que 
si se colocan rargas en el tramo DE se desa- 
rrollarán momentos negativos en el apoyo 
D, lo cual es correcto. También puede ver- 
se, por la forma de la línea de influencia, 
que st se colocan cargas en el resto de la 
viga, no habrá momentos flexionantes en el 



mencionado apoyo. A partir del giro unita- 
rio en 0, se pueden calcular las ordenadas 
de la línea de influencia en las secciones 7 
y 8. 

Finalmente, para obtener la línea de 
influencia de momento flexionante en |¿ 
sección 4, se introduce en esta sección una 
articulación y se impone un giro unitario pro- 
ducido por momentos flexionantes positivos 
como los mostrados en el esquema. El tra- 
mo A'BC tiene que pasar por el apoyo B y 
permanecer recto, y el tramo CDE' tiene 
que pasar por el apoyo D y también 
conservarse recto. La ordenada en O puede 
calcularse con la ecuación 1 0.8, y las demás, 
por simple proporción. 

Como seguramente se ha podido ver en 
este ejemplo, la obtención de líneas de in- 
fluencia por Müller-Breslau se reduce a tra- 
zados geométricos muy simples. Nada más 
hay que cuidar que sólo se elimine una res- 
tricción a la vez, la correspondiente a la lí- 
nea de influencia buscada. Se debe tener en 
cuenta que sólo hay una manera correcta de 
eliminar la restricción correspondiente y 
conservar las demás. En la figura 1 0.7 se ilus- 
tran algunas líneas de influencia incorrec- 
tas, correspondientes a este ejemplo, en las 
que se elimina más de una restricción. En la 
de la figura 10.7-a se impuso el desplaza- 
miento en el apoyo D, pero también un giro 
en el punto D', que implicaría eliminar la 
restricción de momento flexionante en este 
punto. En la figura 10.7-6 el desplazamien- 
to total por cortante es unitario, pero los tra- 
mos A'BC y CDE'no son paralelos, lo cual 
también implicaría romper la restricción de 
momento flexionante. En la figura I0.7-cse 
impuso un giro unitario en el apoyo D. pero 
se desplazó este mismo apoyo, lo cual sig- 
nifica que se rompió la restricción de reac- 
ción. Y en la figura 1 0.7-rf se impuso el giro 
unitario en C, pero también se introdujo otro 
giro sobre el apoyo D. 




ÍJEMPLO 10.4. CALCULAR LAS LÍNEAS DE INFLUENCIA DE REACCIÓN EN D, 
FUERZA CORTANTE EN LA SECCIÓN 4 Y MOMENTO FLEXIONANTE EN LAS 
SECCIONES 6 Y 4, USANDO EL PRINCIPIO DE MÜLLER-BRESLAU 



CMTOS: 




"MA OF INf iuf NC1A DE Rf ACCIÓN EN O 



■¡If. I> 



>thn<iH u ih- irstnn turas HmlAtH 



EJEMPIO 1(1.4 ívonliauM-ión) 



IÍNFA DE INFLUENCIA DI fUFK¿A CORTANTE EN 4: 

O.S 




0.50 



llNFA OF INFLUENCIA DF MOMFNTO FIEXIONANTE EN 



A 6 




LÍNEA DE INFLUENCIA DE MOMENTO FLEXIONANTE EN 4: 

0= 1 
.1 .0 




4 + 4 



Ejemplo 10.5 Se resuelve una viga con un 
empotra miento, un apoyo libre y una arti- 
culación interior, la cual hace que la viga 
«a bostátfca. Se piden las líneas de influen- 
cia de reacción en el apoyo A, fuerza cór- 
tame en el punto donde está la articulación 
interior, y fuer/a cortante y momento 
flexionanle en el empotramiento. Rara Ira- 
zar la primera, se desplaza el puntos hacia 
arriba una distancia unitaria, de acuerdo con 
el pnru *pio de Müller-Breslau, de tal mane- 
ra que pasa a la posición A\ Se observa des- 



pués que el tramo BC no puede tener ningu- 
na deformación, ya que no puede girar en el 
punto Cj porque se rompería la restricción 
de momento, ni puede desplazarse el punto 
C hacia arriba o hacia abajo, porque se 
rompería la restricción de reacción; enton- 
ces el punto 8 tiene que permanecer en su 
posición. Por lo tanto, el punto B debe unirse 
con una recta al punto A\ lo cual es válido 
porque en B existe la articulación interior 
que permite el giro sin romper la restricción 
de momento flexionante. La línea de 



nti.1 He R A es entonces la AA'BC. Las 
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¡fitfri* en ,as acciones 2 y 3 se sacan 
^.simple proporción. 
^ Para obtener la línea de influencia de 
(ueI ,a cortante en 8, se hace un corte inme- 
rfia iamcnle a la izquierda de la articulación 
^ose muestra en el detalle, y se impone 
P | desplazamiento unitario correspondiente 
t fuerza cortante. Se observa que el tramo 
gC no puede desplazarse, por las mismas 
razones expuestas en el párrafo anterior, así 
que el desplazamiento unitario tiene que ser a 
lj izquierda de la articulación y bacía abajo. 
Como el apoyo A no puede desplazarse, pues 
se rompería la restricción de reacción, el tra- 
mo^ toma la posición AB'. Nótese que la 
,iga sí puede girar en el punto A, sin romper 
ninguna restricción de momento ílexionante, 
porque se trata de un apoyo libre. La línea de 
influencia es entonces la AB'BC. 

La línea de influencia de fuerza cortante 
en el empotramiento C se obtiene de manera 
semejante. Se hace un corte junto al 
empotramiento, como se muestra en el deta- 
lle, y se impone el desplazamiento unitario de 
f orlante, el cual resulta hacia abajo. Como no 
puede haber giro en el empotramiento, pues 
«violaría la restricción de momento ílexio- 



nante, el «ramo C'fi" tiene que ser paralelo al 
Jy como el apoyo A no puede desplazarse, 

Z> ün ' f et pun, ° fi con el Punto A, En B- 
P«ede haber giro, por ser una articulación 
'menor, y en A lambién, por ser un apoyo libre. 
La linea de influencia es la AB'C'C. 

Finalmente para la de momento ílexio- 
nante en C, se introduce una articulación y 
"jn giro unitario, como se muestra en el 
detalle. Obsérvese que por el sentido del mo- 
mento introducido, el tramo CB gira en sen- 
tido antihorario. Debido a este giro, el punto 
B pasa a la posición B', donde la viga puede 
girar de nuevo para llegar al punto A. La línea 
de influencia es la AB'C. 

Es importante colocar las fuerzas cortantes 
y los momentos con el signo conecto, como en 
los detalles incluidos en el ejemplo, para poder 
determinar el signo de las ordenadas de las lí- 
neas de influencia. En caso de duda, conviene 
colocar una carga unitaria en algún punto y 
calcular la función con su signo. Por ejemplo, si 
se coloca una carRa unitaria en el punto B. el 
momento ílexionante en el empotramiento vale 
(1 ) (4) = 4, con sentido antihorario, o sea, nega- 
tivo. Este valor coincide con el de la ordenada 
de la línea de influencia en fi, con lo cual se 
tiene una comprobación. 
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ÓAfOS; 



EJEMPLO 10.5 (continuación) 



llNFA Dt INFLUENCIA IH REACCIÓN EN A: 




LlNÍA DF INFLUENCIA DE FUERZA CORTANTE FN B: 




B' 



I ÍNEA Dt INFLUENCIA DE FUERZA CORTANTE EN C: 




1-0 1.0 1.0 1.0 1.0 



LINEA DF INFLUENCIA DE MOMENTO FLEXION ANTE EN 




4 B' 



uñéis rf P i„ti uenclt ^ y pfefiffc di MBAMa 5 1 ( 
10.6 Este problema se había resuello , . i ■ 
Kempto 10-3 por el método directo 



!¡¿ se resuelve u.i 
.i...-Breslau para 



izando el Principio dt 
,| t .|.8resiau para que se pueda ver. por 
lo.ir.icíón. que resulta más sencillo. 
1 f^ra la I"*- 1 dt ' influencia <le reacción en 
r * ¡mpone un desplazamiento unitario hacia 
^« en este punto, de tal manera que pasa a la 
_¿t¡ón C La viga puede girar alrededor del 
¡¿¡o 0, por ser un apoyo libre, poro debe 
^manecer recta hasta la articulación inferna 
/? En este punto, nuevamente puede girar, para 
danzar el punto /V donde también puede girar, 
ppn» no puede desplazarse. Nótese que en el 
pirtoCla viga no puede girar, pues se rompería 
Li («tricción de momento flexionante. Tenién- 
dolas ordenadas de la línea de influencia en los 
punios O, C y A, las demás se obtienen por 
(«porción. 

La línea de influencia de momento 
flexionante en el apoyo C se obtiene introdu- 
ciendo una articulación y los momentos que 
«muestran en el detalle correspondiente, de 
ül manera que se produzca un giro unitario. 
El rramo CD no puede girar ni desplazarse, 
pues se rompería alguna restricción de 
momento o de reacción. Por lo tanto, el giro 
teñe que desarrollarse en el tramo CB, que 
ahora tiene una articulación en cada extremo, 
íl ponto B pasa a la posición B', donde la viga 
suelve a girar para alcanzar el punto A. La 
■"tenada de fi'se calcula multiplicando el giro 
unitario por la longitud CB, y las otras 
"«Añadas por proporción. Por el signo de los 
"Amentos aplicados en C, el tramo CB gira 
w wntido antihorario, lo cual indica que 



uier carga aplicada entre A y C producirá 
momentos neRaiivos sobre el apoyo C. 

Se recordará que debe obtenerse una 
"nea de influencia a cada lado del apoyo C, 
porque el diagrama de fuerza cortante cam- 
bia bruscamente al pasar de un lado a otro. 
Para obtener la correspondiente a la izquierda 
de C, se hace un corte, como se indica en el 
detalle, y se aplica el desplazamiento unitario. 
Por el signo de las fuerzas cortantes, la viga se 
desplaza hacia abajo y el punto C pasa a la 
posición C. Para que no se viole a restricción 
de momento flexionante, el tramo CB' debe 
ser paralelo al tramo CD. Si no fuese así, habría 
un giro sobre el apoyo C, y sólo puede haber 
desplazamiento de fuerza cortante. La viga 
puede girar en B', por la articulación interna, 
para alcanzar el apoyo A. Con esto ya queda 
definida la línea de influencia. 

La última línea de influencia de este ejem- 
plo es la de fuerza cortante en C, pero ligeramente 
a la derecha. Ahora el corte se hace del otro lado, 
como se muestra en el detalle, y el despla- 
zamiento resulta hacia arriba, por el signo de las 
fuerzas cortantes. El punto C pasa a la posición 
C, y de aquí la línea de influencia se une al apoyo 
D que no puede desplazarse. Con esto ya queda 
definido el tramo CD. A la izquierda de C, el 
tramo CB' tiene que ser paralelo al tramo CD, 
para que no haya giro relativo entre los dos, pues 
se rompería la restricción de momento 
flexionante. Esta condición permite determinar 
la ordenada de la línea de influencia sobre la 
articulación fi. Para terminar el trazo, el punto 
B' se une con el apoyo A que no puede 
desplazarse. 
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UNÍA Di INf LUENCIA DF FUERZA CORTANTE EN C 
a» Ligeramente a la izquierda 

ABC 




OS 



le* 



B- 1.0 1.0 



D 
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b) Ligeramente a U dcrerl 
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Detalle 




■O 4 Aplicaciones de líneas de 
jnf j u enc¡a en vigas 

Como se mencionó .il principio do este ca- 
,, u lo, las líneas de influencia uiilj /ln 
pj.a calcular el valor máximo de un.i .„ . 
í( órtodeuna reacción cuando un demonio 
^futlural «' encuentra sujeto a , llfRa5 mo . 
viles, que pueden ser vehículos en cir< us- 
tión, ferrocarriles, grúas viajeras, ele. En este 
K xiono se incluye la determinac ión del va- 
lor de las carcas, el cual puede encontrarst- 
pn especificaciones reglamentarias o en 
manuales de los fabricantes de equipo, se- 
Kúnel caso. Por ejemplo, el efecto de auto- 
móviles o camiones se representa por car- 
ps concentradas cuyo valor depende del 
peso del vehículo, incluyendo la carpa que 
llevan, y del número de ejes. Un reglamen- 
to muy usado para determinar estas cargas 
«el de la American Association oí Highway 
Tramporlalion Oíficials (AASHTO). Las car- 
cas de ferrocarril se representan por cargas 
concentradas y distribuidas, como se espe- 
cifican, por ejemplo, en el reglamento de la 
American Kailroad Engineers Association 
'AREA), En el caso de grúas viajeras, las car- 
de diseño dependerán de su capacidad 
w carga y de su peso propio. Es frecuente 
tratándose de cargas móviles, sea nece- 
sario incluir un factor llamado de impacto, 
incrementa el valor de las cargas estáli- 
más o menos entre 1 5 y 30 por ciento. 
l ** 'ador no se aplica, desde luego, al peso 
j**¡ode los elemen los, sino únicamente a 
* bargas vivas. En los siguientes ejemplos 
^'lustra la utilización de las líneas de ¡n- 
para calcular los valores máximos 
'acciones y reacciones, suponiendo que 



ir 8-*s han lido ya determinadas 



templo io.7 Sobre la viga utilizada en el 
¡ZP*» 10.4, c.rcula un vehículo cuyo peso 
*•} luyendo la car*» que lleva y el eíeo 
""Pacto, se puede representar por una 
d* 2 ton en el eje delantero V " l 



****** * "r**< é¡ ***** 

Ponden, en í 0rma aproximada, a un camión 
'•«oro de carga, lo mismo que la distancia 

r 3 lr?i e,eS . mosfrada en el ejemplo. Se pide 
calcular el va | 0 r máximo do I a reacción en el 

•"poyo O y el momento flexionanie máximo 
en ta aciones 6 y 4. o sea. sobre el apoyo D 
V en el ceniro del claro «ra apoyos. 

rara calcular la reacción máxima en el 
apoyo D, se reproduce la línea de influen- 
cia obtenida en el ejemplo 10.4, con las 
ordenadas a cada metro. Observando esta 
línea de influencia, se delecta que R n alcan- 
za valores mayores cuando las cargas se 
aplican en la parte derecha de la viga, ya 
que allí son más grandes las ordenadas. En- 
tonces, la posición más desfavorable del 
vehículo se presenta cuando el eje delante- 
ro queda situado en la sección 8, o sea. en 
el extremo derecho. Ya que la distancia en- 
Ire ejes es de 3 m, el eje trasero queda loca- 
lizado, para esta posición, a la mitad entre 
las secciones 6 y 7. El valor correspondien- 
te de R 0 puede entonces calcularse multi- 
plicando la carga del eje delantero, 2 ton. 
por la ordenada de la línea de influencia en 
la sección 8, que es 1.50, la carga del eje 
trasero, 3.5 ton, por la ordenada del punto 
situado a la mitad entre las secciones 6 y 7, 
que es 1.1 25, y sumando los resultados. Se 
obtiene así un valor de R n de 6.94 ion. Nó- 
tese que para cualquier otra posición del 
vehículo, el valor de R D resulta menor. Tam- 
bién queda claro que si el vehículo circula 
de derecha a izquierda, el valor máximo de 
R 0 resulla diferente, ya que se obtiene cuan- 
do el eje trasero está en la sección 8 y el de- 
lantero, al ceniro entre las secciones 6 y 7. 

En forma semejante se calcula a conti- 
nuación el valor máximo del momento 
flexionante en la sección 6. Se reproduce la 
Ifnea de influencia correspondiente, ya 
calculada en el ejemplo 10.4, y se observa que 
el momento máximo también ocurre cuan- 
do la* cargas se aplican en la parte derecha 
de la viga, ya que son mayores las ordena- 
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das en esta zona, ts necesario analizar dos 
posiciones <lt'l vehículo. En l.i primera se 
coloca entonces el eje delantero en la sección 
8, y el (rasero queda entre las secciones 6 y 7. 
Se multiplican las caritas por las ordenadas y 
se obtiene un momento de 1 1.5 ton-m, que es 
negativo porque las ordenarlas también lo son. 
En la segunda se coloca el eje trasero en la 
sección 8 y resulta un momento ríe - 14 ton- 
m. mayor que el correspondiente a la primera 
posición. Obsérvese que mientras el vehículo 
circula entre las secciones 1 y 6, no produce 
ningún momento en esta última sección. 

En el caso del momento máximo en el 
centro del c laro, la posición más desfavorable 
del vehículo resulla cuando la carga mayor está 
sobre la sección 4, en la cual es máxima la 
ordenada. Para esta posición, el eje delantero 
queda situado al centro entre las secciones 5 
y 6. donde la ordenada de la línea de influencia 
es de 0.5. El momento obtenido para estas 
posiciones de las cargas es de 8.0 ton-m. 

En los tres casos de este ejemplo, resultaba 
obvia la posición más desfavorable de las cargas. 
Peto no siempre es así. Cuando se tienen más 
ejes de cargas o vigas más complicadas, no se 



puede detectar a simple visla la posición crítica 
Entonces, se deben colocar las cargas en varias 
posiciones, o sea, ir moviendo el vehículo a lo 
largo de la viga, calcular el valor de la reacción 
o de la acción para cada posición, y seleccionar 
el mayor de todos. 

Los valores que se han calculado, corres- 
ponden a los producidos por el vehículo 
únicamente. Habrá que sumar los producidos 
por la carga muerta de la viga o por otras cargas 
que actúen sobre ella. Es importante notar que 
los momentos y reacciones calculados 
corresponden a todo el ancho del elemento 
estructural, el cual puede estar constituido por 
varias vigas paralelas. Pór ejemplo, si es un 
puente el representado en los dalos del problema, 
puede tener dos o más vigas paralelas y sobre 
ellas una losa que sirva de superficie de 
rodamiento para el vehículo. La reacción y los 
momentos calculados deberán entonces 
dividirse entre las varias vigas del puente. La 
forma de hacer esta división depende de varios 
factores, como el ancho del puente, la posición 
de las vigas y de los carriles de circulación, etc. 
Esfos procedimientos se estudian en los cursos y 
en los textos de puentes. 
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PIO 10.7. (continu ación) 

MAXIMA CN D 



1.25 ^ 
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Línea de influencia de R 
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Si el eje delantero está en la sección 8. 

Ru = 3.5 x 1 . 1 25 + 2.0 x 1 .50 = 6.94 ton 

MOMENTO MÁXIMO EN IA SECCIÓN 6: 

~^zs 



Línea de influencia de M b 
Si el eje delantero está en la sección 8: 

H = {-4p) + (-1)(3.5) = -1 1 .5 ton-m 
Si el eje trasero está en la sección 8: 

M fc = (-»)(3.5) = -1 4.0 ton - m 
MOMENTO MÁXIMO EN LA SECCIÓN 4: 
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Ejemplo 10.8 Se imm de id misma viga del 
ejemplo anterior, pero ahora circula sobre 
ella un iren tuyo electo equivale al de una 
carga distribuida que se desplaza a lo largo 
de la viga Esta equivalencia es posible cuan- 
do los carros tienen varios ejes cercanos 
entre sí. La longitud de la carga distribuida 
que se desplaza es mayor a los 1 A m de lon- 
gitud total de la viga, lo cual implica que no 
se puede cargar una parte interior de la viga, 
sino toda ella o un tramo que vaya de una sec- 
ción cualquiera a uno de los dos extremos. 

Para obtener el valor máximo de R Q 
conviene colocar la carga distribuida entre 
las secciones 2 y 8, ya que como se puede 
ver en la línea de influencia, si se coloca 
también entre las secciones 1 y 2, la carga 
en este tramo produce valores negativos de 
la reacción. Como se trata ahora de una car- 
ga distribuida, en vez de multiplicar cada 
carga concentrada por la ordenada de la lí- 
nea de influencia, se multiplica el valor de 
la carga distribuida por el área de diagrama 
formado por la viga original y la línea de 
influencia, entre las secciones consideradas. 
La base del triángulo así formado es de 12 
m, longitud del tramo entre las secciones 2 
y 8, y su altura es de 1 .50. Multiplicando el 



área correspondiente por la carga dÍMr¡ nu j 
da de 1 3 ton/m, se obtiene el valor mí.im 
de R D de 1 1 7 ton. ^ 
Para calcular el valor máximo del n*. 
mentó flexionante en la sección 6, la carga 
puede colocarse en toda la viga, pero sói 0 
producirá momento flexionante la que quede 
entre las secciones 6 y 8, ya que en las otras 
secciones la ordenada de la línea de influencia 
es igual a cero. El valor del momento será el 
área del triángulo debajo del tramo 6-8 
multiplicada por la carga distribuida. 

El momento máximo en la sección 4 se 
obtiene si la carga se coloca entre las secciones 
1 y 6. Recuérdese que no puede colocarse úni- 
camente entre las secciones 2 y 6, con lo que se 
obtendría el valor máximo de M v ya que solóse 
cargaría el tramo de ordenadas positivas. Enton- 
ces se puede colocar entre las secciones 1 y 6, o 
entre las secciones 2 y 8. En la primera opción, 
el área negativa del diagrama de línea de influeiv 
cia es menor, por lo que el valor de M t resulta 
mayor que con la segunda opción. 

Los comentarios hechos al final del 
ejemplo anterior, respecto a otras cargas y a 
la distribución de las reacciones y acciones 
calculadas entre varias vigas del puente, son 
aplicables a este ejemplo. 
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Si la carga se coloca enlre las setoonus. 2 y JS: 



fc = -(l2)(l.50)(l3)=117lon 
V*OMENTO MÁXIMO EN IA SECCIÓN 6 




2.0 



4.0 



Línea de influencia de M. 



Si la carga se coloca entre las secciones 6 y 8: 

M fc = ^ (4) (-4) (1 3) = -1 04 ion - m 
MOMENTO MÁXIMO EN LA SECCIÓN 4 
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línea de influencia deM, 
«• coloca entre la, secciones! y 6= 

^-[i(e)(2.o).-;( 2 )0)]"- 9, T m 



10.5 Momento flcxíonanle 
máximo absolulo 

f n los ejemplos anteriores se ha ilustrado la 
forma en que puede determinarse el valor 
máximo de una acción, en una sección de- 
terminada, cuando una viga se encuentra so* 
melidd a cargos móviles. Sin embargo, es 
posible que en otras secciones el valor de 
esa acción sea mayor que el correspondien- 
te a la sección determinada, inclusive sí esta 
última es el centro del claro. Por ejemplo, 
en la última parte del ejemplo 1 0.7 se calculó 
el momento máximo positivo en la sección 
4 de la viga. Pero es posible que en alguna 
otra sección de la viga ocurra un momento 
positivo aun mayor que el de 8.0 ton-m que 
es el máximo en la sección 4. En lo que sigue 
se presenta un método para calcular el 
momento máximo absoluto en una viga 
sujeta a cargas móviles, o sea, el mayor 
momento ílexionante que puede ocurrir en 
cualquier sección de la viga. 

En la figura 10.8 se muestra una viga 
libremente apoyada sobre la que se despla- 
za un tren de cargas concentradas. Se trata 
de determinar la posición del tren de cargas 
que produce el momento máximo absoluto. 
Se recordará que el momento ílexionante 



máximo se presenta donde la fuerza cortan 
tfm nula, ya que dM/dx = V, y ef valor má*¡! 
mo de M se presenta donde la pendiente d«t 
diagrama de momentos es nula, o sea don 
de que dM/dx = 0. Por otra parte, en una 
viga con cargas concentradas, la fuer/a cor- 
tante es nula en el punto de aplicación de 
alguna de las cargas, ya que ahí es donde 
cambia de signo el diagrama de fuerzas cor- 
tantes. Supóngase que esa carga es la indi- 
cada con la fuerza P a en la figura 10.8. y 
que su posición, que es la que se trata de 
determinar, queda representada por la dis- 
tancia x desde el apoyo izquierdo. La resul- 
tante de las fuerzas a la izquierda de P se 
ha representado con P y la resultante de to- 
das las fuerzas, incluyendo P , con P. En la 
misma figura se ha señalado también el 
centro del claro de la viga, la distancia a 
entre la fuerza P t y la resultante P, y la 
distancia fe entre la fuerza P n y la resultante 
total P, 

Para calcular la distancia x, se puede 
plantear la ecuación de momentos 
flexionantes en el punto de aplicación de la 
fuerza P t§ en función de x, derivar con 
respecto a x, igualar a cero la derivada y 
despejar el valor de x. Se obtienen los 
siguientes resultados. 




Figura 10.8- Posk lón de Ijs tarcas que producen el momento Ilexionante máximo absoluto 
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f | valor de R A puede ena.nlrj.se loman 
¿o sumJ de momenlos respecto al apoyo « 
f igualando a cero: 



Sustituyendo en la ecuación 10.16: 



(10,17) 
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Derivando e igualando a cero: 



dx e ,£ ~ 



Despejando x: 



2x = f-6 



10.19) 



(10.20) 



Esta ecuación se puede escribir en la 
forma: 



x=i-b-x 



(10.21) 



Loque indica la ecuación 10.21 esque 
a <Ji«aneia, *< entre el apoyo izquierdo A y 
* f a'ga en cuyo punto de aplicación se pro- 
**ee| momento máximo absoluto es igual 
a J* distancia, f - 6 - x, entre el apoyo dere- 
2 8 V la resultante de todas las fuerzas 
* -cadas, p. Como consecuencia, el centro 
claro de la viga queda ubicado a la mi- 
f ^ la distancia, b, entre la fuerza P, Y 'a 
^"liante P. Entonces, para determinar la 
E**n del tren de cargas que produce el 
máximo absoluto, se deben colo- 
' U * «arga* de tal manera que la re»ulttn- 



«rga^ !" ' 1p "" d « V «a primera 

veTtu reSPet '° al «""* Caro. Una 
miento flex ( onan,e en el punto de aplica- 

Ejemplo 10.9. Se calcula el momento posi- 
'vo _máx,mo absoluto en la viga del ejemplo 
■ u./. Aunque no es una viga simplemente 
apoyada, como la utilizada en la demostra- 
ción anterior, puede observarse que para 
momento positivo se comporta como tal, ya 
que los volados de los extremos no causan 
ningún efecto al quedar las dos cargas den- 
tro del claro interior. 

Primero se calcula la posición de la re- 
sultante de las dos cargas del vehículo. Esto 
se ha hecho tomando momentos respecto a 
la carga de la izquierda. Se obtiene que la 
resultante queda a 1.09 m de la carga iz- 
quierda. De acuerdo con lo demostrado ante- 
riormente, el centro del claro debe quedar 
equidistante de la resultante y de la carga a 
la izquierda de la misma, que en este caso 
es una sola carga. Entonces, si entre la 
resultante y la carga izquierda hay una dis- 
tancia de 1.09 m, el centro del claro debe 
quedar a 0.545 m de cada una, como se 
muestra en el croquis. 

Habiendo determinado la posición de 
las cargas, se calcula el momento en el 
punto de aplicación de la carga situada a 
la izquierda de la resultante, que es el 
momento máximo absoluto. La única fuerza 
que produce momento flexionante es la 
reacción en el apoyo 8. Resulta un momento 
de 8.20 lon-m. En el ejemplo 10.7 se habla 
calculado que el momento máximo en el 
centro del claro era de 8.0 ton-m, que como 
se puede ver es un poco menor que el má- 
ximo absoluto. 
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2.375 ion 
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lifin p\o 10- 1 °- El ,re " t,p CM W> es más < om- 

E** 1 *' 1 Rompió ün.erior. Siguien- 
J, f l mismo procedimiento, se encuentra 
* |a resultante (le las seis cargas an)j( . ( . 
£ se ubica a una distanc ¡a de 4 m de |,, 
„imera«rga a la izquierda. Entonces, entre 
...aiantp v su carua vecina a la :-,,„.. — 



tn a 



J^iullanle y su carga vecina a la \, 
¿jqueda un.i distancia de 2 m. tquidi 

estas dos carcas debe quedar el ( 

MO 



1 izquier- 
istante 



del claro, resultando una distancia d. 
cada carga. 

Va colocadas las cargas de acuerdo con el 
cálculo anterior, se calcula el momento 
flexionanie en el punto de aplicación de la car- 
ga de 6 ton ubicada a la izquierda de la resuHan- 

a ," tefl "wwnto la reacción en el apoyo 
* y las dos primeras cargas de 6 ton. Resulla un 
momento máximo absoluto de 164.25 ton-m. 
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!U.h Lineas de influencia de 
armaduras isostálicas 

Cuando se trata He maduras líneas de 
Influencia son solamente las correspondien- 
tes a reacciones y a fuerzas axiales, ya que 
éstas son las únicas acciones que actúan en 
dichas estructuras: no hay momentos 
flexionantes o fuerzas cortantes. Estas líneas 
de influencia de armaduras pueden calcu- 
larse por los mismos métodos ya expuestos 
para el caso de vinas: el método directo y el 
basado en el principio de Müller-Breslau. La 
demostración presentada en la sección 10.2 
que establece que las líneas de influencia 
de eslructuras isostálicas son líneas rectas, 
es válida también para armaduras, lo que 
simplifica el cálculo. 

Si se aplica el método directo, el pro- 
cedimiento consiste en colocar cargas uni- 
tarias en los nudos de la armadura y calcular 
la fuerza producida por esta carga en la barra 
para la cual se desea obtener la línea de 
influencia, o el valor de la reacción. Es 
necesario especificar sobre qué cuerda de 
la armadura se desplazará la carga móvil; 
las líneas de influencia pueden variar si la 
carga se aplica a lo largo de la cuerda infe- 
rior o de la cuerda superior de una armadura. 
Por ejemplo, si se desea la línea de influen- 
cia de la fuerza en la barra U 2 -L¡ de la 
armadura de la figura 1 0.9, para cargas apli- 
cadas en la cuerda inferior, se pueden ir co- 
locando fuerzas unitarias en los nudos ¿ 0 , 
L v L 2 , L v t 4 , y í 6 , y calculando la fuerza 
en la barra mencionada para cada posición 
de la carga. El resultado será la línea de 
influencia. Sin embargo, como ya se sabe 
que la línea de influencia es una línea recta, 
no es necesario hacer el cálculo para todas 
las posiciones de la carga. Si las cargas se 
colocan en las reacciones, nudos t 0 y L b , la 
fuerza en la barra será 0. Bastará entonces 
con colocarla en los nudos í t y L y y unir 
los valores obtenidos con un vaíor de 0 en los 
a poyos . 



Cuando sólo se pide la línea de inflan 
cia en una barra, el método de las secciona 
para la resolución de armaduras resulra má 
práctico que el de los nudos. Éste seria el 
caso de la línea de influencia de Id barr 
U r L comentado en el párrafo anterior, si 
se piden las lineas de influencia de vam< 
barras o de todas ellas, resulta conveniente 
utilizar las ya calculadas para obtener las 
demás. En muchos casos, las líneas de in- 
fluencia de las reacciones facilitan el cálcu- 
lo de las correspondientes a las barras. El 
principio de Müller-Breslau resulla muy con- 
veniente para calcular las líneas de influen- 
cia de reacciones, ya que basta con aplicar 
un desplazamiento unitario en la reacción 
para tener completa la línea de influencia. 
En la mayoría de los problemas, se pueden 
combinar el método directo y el principio 
de Müller-Breslau, y el método de los nudos 
con el de las secciones, para simplificar 
los cálculos. Esto se ilustra en los siguientes 
ejemplos. 

Ejemplo 10.11 Se pide calcular las líneas de 
influencia para las reacciones y para todas 
la barras de la armadura con cuerda supe- 
rior inclinada que se muestra en los dalos 
del problema. Se aclara que la carga debe 
colocarse en la cuerda inferior Como se ha 
mencionado, la posición de la carga atecta 
los resultados. 

Se empezó por calcular la línea de in- j 
fluencia de la reacción L ty Rsra las reaccio- 
nes, casi siempre es más sencillo el método 
de Müller-Breslau, por lo que se usó para el 
cálculo de esta línea de influencia. Se dio 
un desplazamiento unitario al apoyo L 0 en 
el sentido de la reacción, se unió este punto 
con el apoyo L ft con una línea recta y. por 
proporciones, se calcularon las ordenadas 
correspondientes a los nudos t r a í 5 Po f 
ejemplo, la ordenada en el nudo l> es 2/3- 

Después se pasó al cálculo de la línea 
de Influencia de la barra L 0 U r Aquí se uso 
el método de los nudos y se aprovecho la 



tino é 



kon iOe u su 



'o 


^1 






'l 





línea de influencio de la reacción en /. que 
va se había calculado. En el primer diagra- 
ma de cuerpo libre, se colocó la carga uni- 
taria sobre la reacción; se ve que la fuerza 
en la barra L 0 U, es 0, ya que la carga pasa 
.i reclámenle al apoyo. El segundo diagra- 
ma de cuerpo libre corresponde a cualquier 
«ra posición de la carga, y el valor de la 
tuerza en la barra L 0 U, quedó expresado en 
términos de la reacción en L„ , ya que el valor 
de esia reacción depende de la posición de 
la carga unilaria. Resolló que la fuerza en la 
ba"a es igual a vfo por el valor de la reac- 
ción. (La relación de lados del (riángulo 
V ,U, es de 3, 1 , vfo , y ésla es la misma re- 
lación de las componentes horizontal y 
*riital y de la fuerza resultante en la barra), 
(monees, para calcular el valor de la 
°'denada en cualquier punto basta 
"^Itiplicar /K) por la ordenada de la línea 
* «fluencia de la reacción en ese punto. Por 
•W'Mo, la ordenada en L, es igual a vTO 
** 'a ordenada de la línea de influencia de 
■ facción en ese punto, que vale 0.500 
**ún*eveen | a | ínea de influencia anterior. 
*" el diagrama de cuerpo libre se observa 
; ut fuerza en la barra t 0 U, es de 
^prtMón. Por eso la línea de influencia 

^dibujado hacia abajo. 
. . ^continuó con la linca de influencia 
Z 4 14 E*«a barra aparece también 
dramas de cuerpo libre anteriores^ 
unitaria está en /„ . U fucrM <"> 



la barra íf) L, es nula, y si | a carga está en 
cualquier otro nodo, vale 3S m . Entonces, la 
ordenada en L n es 0, y la ordenada en 
cualquier otro nodo es tres veces la ordena- 
da de la línea de influencia de la reacción 
en ese nodo. Por ejemplo, en el nodo ¿ 4 es 
igual a 3 multiplicado por 0.333.La fuerza 
es de tensión, o sea, positiva. 

Para obtener la línea de influencia de 
la barra L,U r se trazaron los diagramas de 
cuerpo libre del nudo ¿, correspondientes a 
la carga unitaria aplicada en el mismo nudo 
y en cualquier otro nudo. Si la carga está en 
el mismo nudo, en la barra tiene que haber 
una fuerza igual de tensión para que se cum- 
pla la condición de equilibrio 1/ = o. Si 
está en cualquier otro nudo, por la misma 
condición, la fuerza es nula. Por lo tanto, la 
ordenada es igual a 1. en el nudo L t y es 
igual a 0 en todos los otros nudos. 

La Ifnea de influencia de la barra ¿,í, 
puede obtenerse de los diagramas de cuer- 
po libre de la barra anterior Se ve en estos 
diagramas que, para cualquier posición de 
la carga unitaria, la fuerza en la barra es tres 
veces la reacción en L [y excepto si la carga 
está aplicada sobre la reacción, ya que en 
este caso no produce fuerzas en ninguna 
barra y la ordenada es 0. También puede 
obtenerse esta línea de influencia, observan- 
do en los diagramas de cuerpo libre de la 
barra L 9 U } que la fuerza en las barras L¿ 9 y 
/ i son siempre iguales, por lo que sus II- 



neas de influencio tienen que ser también 
iguales. 

Continúa el ejemplo con la línea de 
influencia de ta barra diagonal U t L En este 
caso se usó el método de las secciones. Se 
resolvieron dos situaciones: con la carga 
unitaria aplicada en L t y con esta carga 
aplicada en í Con estos puntos es suficiente 
para trazar toda la línea de influencia, pues 
se sabe que en las reacciones la ordenada 
es 0 y que la línea de influencia consta de 
tramos rectos. En los diagramas de cuerpo 
libre, la fuerza en la barra U f L 2 se des- 
compuso en sus componentes vertical, V, y 
horizontal, H. Con esto se facilitan los 
cálculos, porque la fuerza H no produce 
momentos respecto al punto respecto al cual 
se planteó la ecuación de suma de momentos 
igual a 0. En el primer diagrama se obtuvo 
que la fuerza en la barra es de 0.50 >f]Q , y 
en el segundo, que es igual a 0. Por lo tanto, 
la ordenada de la Ifnea de influencia es igual 
al valor mencionado en el punto í y es nula 
en todos los otros nudos, ya que si es 0 en L > 
y 0 en el apoyo í 6 , tiene que ser también 
igual a 0 en los nudos intermedios. 
Obsérvese en el primer diagrama de cuerpo 
libre, que la fuerza en la barra es de 
compresión, o sea, negativa. 

Después se obtuvo la linea de influen- 
cia de la barra vertical U 2 ¿„ trazando 
diagramas de cuerpo libre del nudoí t y apro- 
vechando la circunstancia de que ya se 
habían calculado las lineas de influencia de 
la* barras L t t 2§ y U t t t , que son dos de las 
que concurren en dicho nudo. Se colocó 
primero la rarga unitaria en el nudo L , . En 
la línea de influencia de L.L, se puede ver 
qur* si la carga está en L 2 , la fuerza en la 
barra vale 2.0, y en la línea de influencia de 
U f l j, que vale 0- Conocidas estas fuerzas, 
se determinó, por equilibrio de fuerzas 
verticales en el nudo, que la fuerza en l/J 
vale I. A continuación, se colocó la carga 
en í, y se obtuvo la fuer/a correspondiente 
e* la barra U l t } en su línea de influencia. 



que es de 0.50 ^/To y de compresión- su 
componente vertical vale 0.50. Nuevamente 
por equilibrio del nudo se calculó la fuerza 
en la barra U 2 L 2 que resultó ahora de O SO 
(En rigor, no es necesario calcular este punto 
ya que puede obtenerse uniendo el valor de 
1 en L 2 y el valor de 0 en pero se ha hecho 
como comprobación). Finalmente se colocó 
la carga unitaria en cualquier otro pumo. 
Como la fuerza en la barra l/,£ es 0 para 
cualquiera de estas posiciones, y $ u 
componente vertical también tiene que serlo, 
la fuerza en VJL 2 es igual a 0, lo mismo que 
las ordenadas de la línea de influencia. 

Se ha calculado a continuación la lí* 
nea de influencia de la barra L ¿ L r En este 
caso se trazó el diagrama de cuerpo libre 
del nudo í¿, para la carga unitaria en el pro* 
pió nudo y en el L y En ambos casos, ya se 
conocían las fuerzas L 2 L r L 2 U t y L f U„ a 
partir de las líneas de influencia calculadas 
anteriormente, y por equilibrio del nudo se 
calculó la fuerza buscada L 2 L y Por ejemplo, 
si la carga unitaria está en L 2I la fuerza LX T 
vale 2.0, de la línea de influencia £,í p /la 
L 2 Uj vale 0. de la línea de influencia Ü,L „ v 
la L 2 U : vale 1 de la línea de influencia U 
Por equilibrio de fuerzas horizontales, la 
fuerza ¿J, vale 2.0. 

Para la barra U } U y se usó el método de 
las secciones, colocando la carga unitaria en 
L 2 y tomando momentos respecto a L. ya que 
de esta manera la componente vertical no pro- 
duce momento. Se determina el valor de la 
componente horizontal de la fuerza U t U : y 
por la relación de lados, el de esta faena. 
Como el signo es negativo, la fuerza tiene 
sentido opuesto al que se supuso en el croquis; 
por lo tanto, es de compresión. Teniendo el 
valor de la ordenada de la línea de influencia 
en t t , se une este punto con los dos apovo*- 
ya que en éstos la ordenada es igual a 0. y W 
se tiene la línea de influencia compon 
Obsérvese que el valor de la fuerza en esta 
barra no puede ser 0 si la carga unitaria se 
colma en nudos interiores. 



U ifnea de influencia de l,t barra U i 
. t(lU lo por el método de las secciones' P,¡ 
mefO Se colocó la carga en ¿ , y se p)iln|eo 
rtuafion de suma de momemos respecto al 
punió U, . P-»'-« fine la comiente vertical 
ÁOpnxlujese momento. El valor de la reac 
^ en L 0 se obtuvo de la línea de influencia 
¿filuda al principio del problema. De esta 
manera se obtuvo la componente horizontal 
déla fuerza U 2 L, y después, por relación de 
lados, la fuerza total. Eneste caso, la distancia 
de U. a L , es igual a vfT. A continuación, se 
coloco la carga en l , , se repitió el procedimien- 
to descrito v se obtuvo que la fuerza U,L era 
nula. Entonces uniendo el valor en L, con un 
valor de 0 en el apoyo L 0 ya se tiene la línea de 
influencia completa, ya que entre L 1 y el apoyo 
tiene que conservarse el valor de 0. 
tora calcular la línea de influencia de la 
barra UJ., se colocó la carga unitaria en L 3 . 
la fuerza U 2 L S es nula para esta posición de la 
carga unitaria, según se explicó en el párrafo 
anterior. Por simetría también es nula en la 
t»rra U l L i . Entonces la fuerza en Ul , vale 1 , 
*gún se desprende del diagrama de cuerpo 
'tbredel nudo L , Basta con unir este valor con 
wlores nulos en los apoyos para tener la línea 
* influencia completa. 

Finalmente se calculó la línea de influen- 
cia de la barra U 2 U r Primero se colocó la 



1 t 



k* w "«ó el diagrama de cuerpo 
^re de, nud0 Ujt Aqu( uti|¡zaron 

ohÍn T , * * US ' íneaS de ""¿nciVya 
obtenidas de estas barras Se repitió el prore 
dimiento colocando la carga en £ , y aprove- 
chando la simetría y | a línea de influencia ya 
calculada de la barra En rigor, con este 
valor hubiese sido suficiente, pero se calculó 
también el anterior para verificar que la línea 

oe influencia variaba linealmente hasta los 
apoyos. 

Las líneas de influencia de las barras 
de la mitad izquierda de la armadura se pue- 
den obtener por simetría. Por ejemplo, la or- 
denada de la línea de influencia de la barra 
íjt/j en el punto L, será igual a la de la línea 
de influencia de la barra U,L 2 en el punto 
£.;. Por esta razón no se han trazado en el 
ejemplo. 

Se puede observar en este ejemplo que 
se han usado distintos procedimientos, se- 
gún la línea de influencia que se deseaba 
determinar. En algunos casos se usó el mé- 
todo de las secciones, en otros el de los 
nudos, y siempre que se pudo, se aprove- 
charon líneas de influencia ya calculadas 
con anterioridad. Esta es la manera usual de 
proceder. Conviene analizar cuál es el pro- 
cedimiento más expedito en cada caso. 



tIEMPlO 10.11. CALCULAR LAS LÍNEAS DE INFLUENCIA DE LAS REACCIONES Y 
°f LAS FUERZAS AXIALES EN TODAS LAS BARRAS DE LA ARMADURA MOSTRADA. 
l * CARCA SE DESPLAZA A LO LARGO DE LA CUERDA INFERIOR 



>34 Umvs de mOuviKu de 



EJEMPLO 10.11 (continuación) 



REACCIÓN EN í 




I 00 



0.833 



o ion 




0.333 



BARRA L 0 Ü, 

Por el método de los nudos 




Carga unitaria en ¿, 




Carga unitaria en cualquier olro nodo 
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qCMPtO 10.11 (continuación) 
BARRA í | ¿ j 




BARRA ¿y, 

Por el método de las secc 



iones para la carga en ¿,: 
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-6V + (l)(.í) = 0 
V-0.50 

t/,¿¿ = V ,0V =0.50 V Í0 



Por el mélodo de las secciones para la carga en £ 





V = 0 




a.schfib 




o 



Cargd unitaria en cualquier otro nudo. 
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EJEMPLO 10.11 <continu.nión) 
BARRA , 




BARRA t/,t/ ? 

Método de las secciones para ta carga en L 2 

5> u = 0 
«íó(6)+rt(2)=0 
H = -3 K í0 * (-3) (0.667) = -2.0 




E|EMPLO 10.11 («mtinuadóni 



por el método de l.is mm r tmu-s < un |„ ,.„ , 
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2>, i 

0.feb7(9)-i-//(3)-2.OO(l) = O 



Por et método de las sect iones con l.i carRa en í , 





U 2 
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s- Vi] 
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0.50(9) -M (3) -1.50 (3) -0 
H-4.S-4.5 = 0 

u/,=o 



EJEMPLO 10.11 /continuación) 



BARRA t/, i , 

Pata la carga en í . 

I 




BARRA U, U i 




Para carga unitaria en L 



0.667-, 10 



- 0.333 13 



13 



= 0 



-0 



{(EMPLO 10.11 'continuación) 



u.u, 




ra carga unitaria en i 




PROBUMAS 



10.1 Calcular las líneas de influencia de las siguientes vigas por el método directo 
para las reacciones y acciones indicadas en cada caso. 



'2 3 4 5 6 7 a 

JIM 





7 @ I me 7m 



a) Reacción en A, fuerza cortante en la sección 4 y momento flexionante en la sección 6. 



1 2 3 4 5 6 8 

lililí 



60 1 m «= 6 



m 



-H 



ta Recién 5 Tomln.í" COr,an ' e v r omen, ° "«¡°nante en A. fuerza córtame en 
ia sección 5, momento flexionante en la sección 3. 



il 2 



S6 7 




6 @ 1 m - bm 



ta) t r y 1: ' ,,t " / * , ' ° rtan,e Cn wcdonPS 3 V 4, momento llexlonante en las 



',A2 



Prohtom*\ 54 




10.2 Resolver el problema anterior aplicando el principio de Müllcr-Bresl 



iau. 



10-3 Calcular la fuerza cortante máxima y el momento (lexionante máximo que pueden 
presentarse en la sección 4 del problema 10.1* a, si sobre la viga se desplaza el 
siguiente tren de cargas. 



4 ion 



i Ion 



2 m 



10.4 Calcular la reacción máxima en B, la fuerza corlante máxima en la sección 3, el 
momento máximo positivo en la sección 4 y el momento máximo negativo en la sección 
6. si sobre la viga del problema 10.1 -c se desplaza una carga d.str.butda de 8 ton / m 
con una longitud de 2 m. 



8 Ion / m 




k.,,1,.1» auc puede ocurrir en las siguientes vigas, 

1*5 Cal< „lar el momento máx.mo 
correspondentes a los trenes de Clf* IntfM*» 




10.6 Calcular las líneas de influencia de reacciones y de fuerzas axiales en todas las 
barras de la siguiente armadura. La carga se desplaza por la cuerda inferior. 




L. w *- d, Ka se üesplaza por la cuerda superior. 



CAPÍTULO 1 1 

Líneas de influencia de 
estructuras hiperestáticas 



11. 1 Método dirrclo/11.2 Método de 
Mullrr-Bresbu 



11.1 Método directo 

" i. I Estructuras con un grado de 
indeterminación 

En el Capítulo 10 se presentaron dos mé- 
todos para calcular las líneas de influencia 
°e estructuras isostáticas: el método directo 
v el método basado en el principio de 
^ulIet-Breslau. Las líneas de influencia de es- 
"uciuras hiperestáticas también pueden 
calcularse con ambos métodos, así como 
*'l'Mndo el Método de Cross. En esta sec- 
*in se ilustra el cálculo con el método 
WtOo que, como se recordará, consiste en 
un carga unitaria en cada uno de 
¡JJ Pumos en los que se desea conocer la 
"*-ndda de la línea de influencia y calcular 
** u >t (U- la acción correspondiente o de 

j* hecho, para eMructurav hiperestáticas, 
Jjj «r más conveoíenle calcular primero 
** "teas de influencia de las reacciones y, 
lore*, c alcular las líneas de 
internas. Fl me- 



SSfo* ZTT PrÍmer ° Pa ' a Vi 8" de * 
' 8aS f on d <* O más redundancias 

como .° nS . f r f e Una vi * a c °" »res apoyos 
n"'^ eafi r ani -^lacu7lse 
«sea calcular la línea de influencia de la 
eaccron en fl. De acuerdo con el método 
n*ao, se coloca una carga unitaria en el 
Punto l , se calcula el valor de la reacción en 
«producida por esta carga, R p] . figura 111 
-O, y este valor será la ordenada de la línea 
de .nfluencia de R B en el punto t Después 
se coloca la carga unitaria en el punto 2 
'«gura 1 1 . 1 -c, se calcula la reacción R„. y el 
valor correspondiente será la ordenada de 
la línea de influencia en el punto 2. Se repite el 
procedimiento colocando la carga unitaria 
en cada uno de los puntos 3 a 6, y de esta ma- 
nera se puede tener la lí nea de influencia 
completa. 

Para cada una de las posiciones de la 
carga unitaria, el valor de R B se puede calcu* 
lar resolviendo la viga hiperestática por 
cualquiera de los métodos estudiados en los 
capítulos anteriores. El método de las fuer- 
zas, como se verá más adelante, resulta con- 
veniente. Usando este método, el valor de 
R B} se calcularía planteando la viga isostática 
fundamental de la figura > 1 ,2-aj calculando 
que es la deformación en el punto B 
producida por la carga aplicada en I, 
aplicando después una carga unitaria en B, 
figura 1 1 -2-6, para calcular 6^, y planteando 
la siguiente ecuación que expresa que la 
deformación final en B debe ser nula: 



ÍM-U 



Esta ecuación es la equivalente al 
sistema de ecuaciones 4.2 del Capitulo 4 
para vigas de un grado de redundancia. El 
valor de R tiX se calcula finalmente como; 



(11.21 
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tU' las acciones 
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f al 



2 3 A 
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•4- 



C 



■ 



Figura Hit. Método directo para vigas de un grado de redundancia 



Si se repiten los cálculos anteriores para 
la carga unitaria colocada en el punto 2. se 
puede obtener el valor correspondiente de 
la reacción en B con la ecuación: 



(11.3) 



Teóricamente, de esta manera se pue- 
den calcular todos los valores de la reacción 
en 8 para cada uno de los puntos 1 a 6 de la 
viga en cuestión. Pero esto resulta muy labo- 
rioso, ya que hay que calcular la deforma- 
ción en 8 de la viga isostática de la figura 



1 1 .2-a para cada posición de la carga. Sin 
embargo, el Teorema de Maxwell de las 
deformaciones recíprocas, estudiado en la 
Sección 3.8, permite simplificar notable- 
mente los cálculos. En efecto, según este 
teorema, la deformación en el punto B pro- 
ducida por una carga aplicada en el punto 
1, es igual a la deformación en el punto I pro- 
ducida por una carga aplicada en el punto 
8. Por lo tanto, A B , = A lfi . también A e , = A 26 , 
y en general A ?i = A (g , donde / es cualquier 
punto de la viga. Lo que estas igualdades 
implican es que en vez de colocar la carga 
unitaria en cada punto /, y después calcular 




B 



ib) 



»¡íur* H.2. H«oIuí ión de la viga *. la fi B ura 1 1 1 por el método de fas fuerza* 



u deformar ion en B para cada posición de ta 

fjrga. con co,ocarla e " H pumo B y 
titular la deformación en cada punto i. La 
acción en B, para cada posición do l a car- 
„. je calcula después romo: 



5 



ñu 



Í11.4» 



El significado de estos términos se 
xlaraen la figura 1 1 .3. A (B es la deformación 
en cualquier punto i producida por una carRa 
unitaria aplicada en B y 8 fl6 es la deforma- 
ción en 8 producida por la carga aplicada 
en el mismo punto 6. En el caso de la figura 
11.3, el punto / es el punto 3. Se puede ver 
que en vez de resolver varias vigas con la carga 
unitaria aplicada en cada punto, y calcular 
la deformación en el punto B para cada una. 
«resuelve una sola viga con la carga apli- 
cada en 6 y se calculan las deformaciones 
en cada uno de los puntos en los que se 
quiere calcular las ordenadas de la línea de 
influencia. La labor numérica es mucho 
menor, gracias a la aplicación del Teorema 

de Maxwell. 

La deformación A )8 cuando el punto i 
coincide con el punto B es igual a 8 eg , o sea, 
« la deformación en B para una carga 
aplicada también en B. La reacción en B para 
«u posición de la carga, según la ecuación 
' U es igual a 1 , o sea, R BB = 1 . La ordenada 
* la línea de influencia en este punto es 
entonces igual a 1 . Esto quiere decir que el 
p "ncipío de Müller-Breslau también es 
'al-oo para estructuras hiperestáticas, ya que 



MAfylo rtlr^no ".49 

ja ordenada de la línea de influencia resulla 
'gual a la que se tendría si se impone un 
desplazamiento unitario en dirección de la 
rearción. Sin embargo, romo se verá más 
adelante, la línea de influencia no es lineal, 
como en estructuras isostáticas. 

las deformaciones A p pueden calcu- 
larse por cualquiera de los métodos presen- 
tados en el Capítulo 3. pero como se trata 
de calcular deflexiones en varios puntos de 
una viga bajo el efecto de una sota carga, 
resultan más convenientes el método de la 
viga conjugada o el de Newmartc. Este último 
es especialmente apropiado si la viga tiene 
momento de inercia variable- 
Ejemplo 11.1 Se calculan las líneas de 
influencia de las tres reacciones, de fuerza 
cortante en un pumo y de momento ílexio- 
nante en otro punto, de una viga con tres 
apoyos, o sea, con un grado de hiperesta- 
ticidad. Se piden las ordenadas de la línea 
de influencia en puntos a cada 2 m, como 
se muestra en la parte de DATOS. 

Primero se plantea la viga ¡sostática 
suprimiendo el apoyo intermedio y después 
se calculan las deflexiones en cada uno de 
los puntos en los que se va a obtener la línea 
de influencia. En el ejemplo se han calculado 
las deflexiones con el método de la viga con- 
jugada. Para ello se cargó la viga conjugada, 
que es la misma ¡sostática, con el diagrama 
de momentos flextonantes y se calcularon los 
momentos ílexionantes producidos por esta 
carga en cada punto. Así, el momento fle- 




nflora 



ion.* de Ij ecuación 11.4 
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xionante en el punto 1, |x>r ejemplo, es igual 
a la reacción en A. que vale 220, por la 
distancia -*l punto i, que es de 6m, menos 
el momento flexionanle que produce el 
triángulo de carga comprendido entre la 
reacción A y el punto }, con respecto a este 
ultimo. Obsérvese <|ue se ha factoría a do el 
término ( 1/1 6/7). Esto es conveniente, porque 
según la ecuación 1 1 .4, todas las deflexiones 
se van a dividir después entre h m y los 
términos factorizados se van a anular. 

A continuación, se han calculado los 
valores de la reacción en fí para cada 
posición de la carga unitaria, aplicando la 
ecuación 1 1 .4. Por ejemplo, el valor de R n 
cuando la carga unitaria está en el punto 3, 
será -Ay/Rflu- Estos valores proporcionan las 
ordenadas de la línea de influencia de R B en 
el punto correspondiente. Al final de esta 
sección del ejemplo se ha Irazado la línea 
de influencia a partir de estos valores. Nótese 
que cuando la carga unitaria está aplicada 
en los apoyos A y C, la reacción en 8 es nula. 
Por eso la ordenada de la línea de influencia 
es también nula. Si se observa la línea de 
influencia obtenida, se verá que la ordenada 
es igual a 1 en el apoyo fi, de acuerdo con 
el Principio de Müller-Breslau, pero la línea 
de influencia es curva, a diferencia de las 
correspondientes a estructuras isostáticas. 
También se puede notar que el valor máximo 
no se presenta necesariamente en el apoyo. 
Esto sucede porque para algunas posiciones 
de la carga unitaria, las otras reacciones tiene 
valores negativos, como se verá a continua- 
ción. Nótese también que las ordenadas de 
la línea de influencia tienen signo contrario 
a los valores calculados de R fír Esto es así 
poque los valores de R fíi tienen sentido 
contrario a la carga de I ton aplicada a la viga 
isoMática y por lo tanto son hacia arriba, o 
sea, ordenadas positivas. 

La linea de influencia de la reacción eri 
A se calculó después por estática, a partir de 
los valores de la línea de influencia de R H . 
Se ilustra, al principio de esta sección del 



ejemplo, que si la carga unitaria está en el 
punto 1, la reacción en B vale 0-360. según 
se ve en la línea de influencia de R $ trazada 
anteriormente. Tomando momentos con 
respecto al apoyo C se puede calcula 
entonces el valor de la reacción en a, que 
será la ordenada de la línea de influencia 
en el punto 1. Así se hace el cálculo para 
cada uno de los otros puntos. La línea de 
influencia de R A se ha Irazado al final de esta 
parte del ejemplo- Es importante observar 
que cuando la carga unitaria se coloca en- 
tre los puntos 5 y 6, el valor de R A resulta 
negativo. Esto indica que tiene sentido 
contrario al supuesto en el croquis trazado al 
principio de esta sección del ejemplo, o sea, 
es hacia abajo. Se explica esta siluación 
físicamente observando que si la carga se 
coloca entre los apoyos B y C, la viga tiende 
a levantarse en el apoyos. Como en el caso 
anterior, la ordenada vale 1 .000 en el apoyo 
en cuestión y la línea de influencia es curva. 

Teniendo las líneas de influencia de R B 
y R A , se puede obtener la de R r por equi- 
librio de fuerzas verticales. Por ejemplo, si 
la carga unitaria se coloca en el punto 1, las 
reacciones R & y R A valdrán 0.360 y 0.740, 
según se puede ver en las líneas de influencia 
ya trazadas. Entonces aplicando la ecuación 
2f y = 0 se obtiene R c , que será la ordenada 
en el punto 1 . Obsérvese que esta línea de 
influencia resulta negativa entre los apovos 
A y 6, y por eso se ha trazado por debajo de 
la viga. El lector notará que si se coloca una 
carga en el punto I, la viga tiende a levan- 
tarse en el apoyo C. 

Siguiendo con lo pedido en el ejemplo, 
se calculó la línea de influencia de fuerza 
cortante en el punto i t también a partir de los 
valores ya obtenidos. Se ilustra que si se co- 
loca la carga unitaria en el punto 1, la reac- 
ción en A vale 0. 740, y haciendo la suma 
de fuerzas a la izquierda del punto 3, $e 
tendrá una fuerza hacia arriba de 0-740 y 
una fuerza hacia abajo de I -000, La fuerza 
cortante resulta negativa, de -0*260. Al 



|W ,r al punto 3, se calculó l a línea de in- 
fluencia para una posición de la rarga unita- 
rnmediaiamenle a la izquierda del punto, 
! para otra posición inmedi 
^recha, en la misma forma ya explicada pa- 
,a estructuras isostáticas. Nótese que el 
desplazamiento entre los dos tramos de viga 
a la izquierda y a la derecha del punto C es 
igual a 1, de acuerdo con el principio de 
Müller-Breslau. 

Finalmente, se calculó la línea de 
influencia de momento flexionanle en el 
punto 4. también a partir de los valores ya 
obtenidos para las reacciones. Por ejemplo, 
si la carga unitaria se coloca en el punto 1, 



'as tuerzas que producen momento respecto 
a este punto serán la reacción R A con un va- 
lor de 0.740, y la prop i a carga unitaria. La 
notación empleada significa que M 4 , es el mo- 
mento flexíonante en el punto 4 cuando la 
carga unitaria está colocada en el punto 1. 
La línea de influencia de momento tlexionante 
tiene unidades de longitud, en este ejemplo 
de metros, asf que para obtener el momento 
flexíonante producido por cierta carga, debe 
multiplicarse el valor de la carga aplicada, con 
sus unidades de fuerza, por el valor de la 
ordenada de la linea de influencia con sus 
unidades de longitud, para obtener el 
momento con unidades de fuerza por longitud. 



EJEMPLO 11.1. CÁLCULO DE LAS LÍNEAS DE INFLUENCIA DE LAS REACCIONES R A , 
K g Y R c , DE LA FUERZA CORTANTE EN EL PUNTO 3 Y DEL MOMENTO FLEXIONANTE 
EN El PUNTO 4 DE UNA VIGA CON TRES APOYOS 



DATOS: 



4 
— 



8 



S@ 2 m= 10 



2 m = 6 m 



VIGA ISOSI ÁTICA 



552 Unrm rfr- mtturm ,., <*■ eatnn iu, at MpmtMk .*> 



EJEMPLO 11.1. itont'muación) 



cAicuior» ufformacioníS: 




220x6-^^x2.000 



~16£/( 

= M 22oxa - 



2 

8x48 



1 

16F/ 
1 

16£/ 
1 



(816) 



(1104) 



x 2.667 =—,,248, 



,0-1^2x3.3331 = 



2 

4x40 



fe 



200i 



) 16£/ 



xl 333 =777:1933.361 




' 260 x 2 - -^2 x 0 . 667 ] = J-(506.67) 
* y i oí/ 



I6Z7 



tAlCUlO Di LAS Kf ACCIONFS EN B 

-0.360 



Ai/*. , 


432 




1200 




B16 




1200 




1104 




1200 



EltMPlO 11.1. (continuación) 



MíVíx jo rfirrcto 



&4B __ 'jjg 

"1200 



= -1.040 



200 
1200 




■ -1.000 



933.36 
1200 



* -0.778 



_ Afcg^ 506.67 



S 



AS 



1200 



= -0.442 



1.040 

0.920 ■ 1.000 



0.680 



0.360 




0.422 



Linca de influencia de K. 



CÁLCULO DE LAS REACCIONES EN A 



Cálculo de R„ : 




'*ai*U>) <MhO.í6O(M«0 



fltMPlOII.I.tcwíí/nuacASn) 



En forma similar: 

<r? v K16> - + 0.680(6) - 0, R^ = 0.495 

Iff^Mlb) - 1110) + 0.920(6) = 0, K Al = 0.280 
lff„)(16) - 1(8) + 1.040(6) = 0, /?„ - 0.110 
íR^m -1(6)+ l(6)=0.^ = 0 
(r? w M16) - 1(4) + 0.778(6) = 0, R^ = - 0.042 
(K te MI6) - 1(2) + 0.422(6) = 0, R ' = - 0.033 




CÁICUIO Di IAS REACCIONES EN C 
Cákulo de 




» 0740 . O.ífcO * I .000 - 0, 0.1OO 
(n f/,rma umiUr 



TEMPLO 11.1. (continuación) ~~ 



«<W></>r«fa 555 



o + 0.495 + o.í,8o - i .oooTn~^T~^r 

g n + 0.280 + 0.920 - l.ooo = o' r" = ~?-\ 7S 
R<I + 0.1 10- 1.040 - |.000 = o « ~°" 200 

+0 + 1 .000 - 1 .000 = 0 R L o ' 
fc- 0.042 4- 0.778 -rooo-' a ff ri2M 

^ - 0.033 + 0.422 -,.000, a «^^n 





1.000 



0 ,00 0.175 0.200 ° '50 B 

Línea de influencia de ff c 



CÁLCULO DE IAS FUERZAS CORTANTES EN EL PUNTO 3 
Fuerza cortante en 3 cuando la carga unitaria está en 1 : 



5 6 



'Al 



V >< » 0.740 - 1 .0 - -0.260 

*n forma similar: 

Kb-K^-1 - 0.495 -1 - -0-505 
K.-K^-í -0-280 -1 - -0.720 

Kw- 0.280 



de >nfíueoca de c*trucmr¿* hiperestMicA* 



EJEMPLO 11.1. (continuación) 



V n**„ = 0.110 

' 0 
*U = R as~ -0-042 
"0.033 



0.260 



A 


1^0.110 




0.260 ^^ 




0.505^1 





B 0.042 0.033 
0.720 

Línea de influencia de fuerza corlante en el punió 3 

CAlCUlO Df MOMENTOS FUSIONANTES EN EL PUNTO 4 
Momento flexionanle en 4 cuando la carga unilaria está en 1 : 



-41 



8 



M t . = a» ií| -(lK6) - (8M0.740) - (1H6| = -0.08 
f r> íorma similar: 



M A . - Hft. 



* MK4Í * Í8M0.495) - HK4) = -0.O4 
-i\H2) » Ifl'rt) 280) - (1K2J - 0.24 
-IñílO 110) - 0.88 

- IBMB] • 0 

- í8H-0.042t » -O.'iií» 
* »*- ' <»V- 0.0 til -0.264 



ílfMPLO 11.1. (continuación) 



■*<■<,, U, dtrrriD 557 



Oflft 




Linea de influencia de momento ítex 



0.336 0.264 
loriante en el punió 4 



II.J.2 Estructuras con varios grados de 
indeterminación 

Cuándo se tienen estructuras con más de un 
grado de indeterminación se sigue el mismo 
procedimiento de colocar la carga unitaria 
en cada punto y calcular las reacciones bajo 
la acción de esta carga. Por ejemplo, si se 
tiene una viga continua con cinco apoyos, 
como la mostrada en la figura 1 1 A-a, se co- 
loca la carga unitaria en un punió cualquiera 
'vse calculan las reacciones hiperestáticas. 
*i la viga isostática es una libremente 
¿poyada en A y en f, las reacciones hiperes- 
Ütícas serán R B¡/ R ¡ t y R 0? figura 1 1 .4-6. 
De acuerdo con el método de las fuer- 
planteado en la Sección 4.3.4, las reac- 
"one* hiperestáticas pueden obtenerse 
hitando el sistema de ecuaciones 4.2. Con 
la nofac »ón de la figura 1 1 .4-c, este sislema 
( **darfa en la siguiente forma: 



f>„n*o' ° 



" * •ob*b< + , * totroi u 

lo» subíndice* i w han introduc ido en 

■ i. pMJS 

*nir»rt 



i A y tf para indicar que- esta* 
•cion« « han planteado jw« 1 



unliaria colocada en el punto i. Las incóg- 
nitas R 6 . R c y R ü que se obtengan al resolver 
este sistema serán los valores de las reaccio- 
nes de la viga hiperestática para una carga 
colocada en /. Con la notación matricial de la 
Sección 4.3-4, la solución del sistema de 
ecuaciones será: 



** 




he 


6 « 


ho 


1-1 




te, 






Ve 


Seo 




Ao 


** 




8 os 


ñoc 


& oo 







(11.6) 



£5 necesario entonces repetir el plan* 
teamíento del sistema de ecuaciones para cada 
uno de los puntos r en los que se va a calcular 
la ordenada de la linea de influencia. Sin 
embargo, los coeficientes 6 son los mismos 
para todos los puntos i por lo que basta con 
calcular una sola vez la matriz: 



°B8 °ac °BO 
Ví Ve Vo 

8 « 8 DO 



01-7) 



La matriz columna -i sí tiene que calcu- 
larse para tada posición dei punro 4 Pero j) 
igual que en estructuras isosUticas, como 



1S8 línM (ir fc^Mrtl <*• r*tn* tura* htptmt¿ttCm 



C 



D 




Figura 1 1 .4. Viga con lies grados de redundancia 



\, ~ \ B = 5, fl . \, = * k = h k y A D( = A = 
o (D , no es necesario calcular las deflexiones 
en los puntos B, C y D, para la carga 
colocada en cada pumo /. sino que basta 
colocar la carga en B y calcular las 
deflexiones en cada punto i, y después 
repetir la operación colocando la carga en 
los puntos C y O. Aquí también el Teorema 
de Maxwell permite reducir sustancialmente 
la labor numérica. 

En el planteamiento anterior se ha 
supuesto una viga con tres grados de 
indeterminación, las reacciones R B , R f y R ¡y 
S H grado de indeterminación es mayor, el 
Atona de ecuaciones 11,5 será también 
mayor, igual al grado de indeterminación. 
La* incógnitas también podrán variar según 
« e*co|a la viga isostálica. En el ejemplo 
"guíeme se ilustra el procedimiento de 
<álrulo. 

Ejemplo 11.2 V- piden las líneas de influen- 
cia de las reacc iones en una viga empotrada 



en su extremo derecho y con otros tres 
apoyos libres. Es por lo tanto hiperestática 
de tercer grado. El momento de inercia en 
el tramo intermedio es el doble que en los 
otros dos tramos. 

La viga isostátrca se ha planteado como 
una empotrada en el extremo derecho. De 
acuerdo con el procedimiento antes expli- 
cado, hay que calcular las deflexiones en 
todos los puntos r y en los apoyos suprimidos 
bajo la acción de cargas unitarias colocadas 
en estos mismos apoyos. Como se suprimie- 
ron tres apoyos para plantear la viga isostá- 
tica, será necesario hacer tres cálculos de 
deformaciones: para la carga unitaria en A, 
para la carga unitaria en B y para la carga 
unitaria en C 

Se ha escogido el método de Newmark 
para calcular las deformaciones. Es ventajoso 
porque permite obtener las deflexión» en 
lodos los puntos en que se requieren, el mo- 
mento de inercia variable se puede manejar 
en forma expedita, y como es un voladizo, 



0 tt necesar.o mtrodu. ir configuraciones 
(orrectiv.1-- El método se ha aplicado ral 
^ se expuso en el Capitulo i, por lo que 
^ *c amcrrian mayores comentarios. Nada 
mJs se hace la observa< ton de que en los 
puntos B y Cse han calculado dos , ambios 
angulares concentrados a, uno a cada lado 
de los punios, debido al cambio en el mo 
meniode inercia de la sección. Los términos 
fociorizados que aparecen a la derecha (le- 
las ublas se eliminan al plantear las ecua- 
ciones 11.5, por lo que no es necesario 
calcularlos. 

En el siguiente paso, se plantean y se resuel- 
lo las ecuaciones del sistema 11.5, para 
una carga unitaria aplicada en el punto 1. 
Como las incógnitas son las reacciones H A , 
R t yR c , los subíndices A, B y Cson los que 
se usan en vez de B, Cy D, que son los que apa- 
recen en las ecuaciones 11.5. Los segundos 
subíndices son todos I , porque la carga está 
aplicada en este punto. En la primera ecua- 
ción, A,,, = 6 M es la deflexión en el punto I 
cuando la carga está aplicada en el punto A. 
En la primera tabla de Newmark se puede 
ver que esta deflexión es de -747.5 
multiplicada por el término faclorizado que 
se ha eliminado. El segundo coeficiente 5^ 
M la deflexión en A cuando la carga está 
aplicada también en A. En la misma tabla se 
puede ver que su valor es de -907.0. El ter- 
cer coeficiente, h AB es la deflexión en A 
cuando la carga está aplicada en B. Este valor 
Pwde buscarse en la segunda tabla y es de 
-594. De manera semejante se pueden en- 
comrar , wJo4 )os () <, m ás coeficientes en las 
"« Ublas de Newmark < ale uladas en el paso 
interior. 

A continuación se ha planteado a 
'*vlu<i6n del sistema de ecuaciones en 
matricial con lo cual se obtienen K» 

l'es reaccione* cuando la 
*P»"ada c„ el punto I t s.o da la ordenada 
* '« Iííhms de influencia de «ta» «Md 



nes en el punto 1. E* impórtame notar que 
a matriz h es simétrica, precisamente porque 
tiene que cumplirse el Teorema de Maxwell. 

no hubiese resultado simétrica, habría 
algún error en el cálculo de deflexiones 

Después se repite el mismo procedi- 
miento colocando la carga unitaria en el 
punto 2, para obtener las reacciones en A, B 
y Ccorrespondienles a este punto. La matriz 
ya no cambia, porque los lérminos no 
involucran a los puntos /. según se explicó 
anteriormente. Basta con cambiar la matriz 
A que ahora se formará con las deflexiones 
en los puntos A, B y C cuando la carga esté 
aplicada en 2, los cuales serán iguales a las 
deflexiones en el punió 2 cuando la carga 
esté aplicada en A, B y C respectivamente. 
Así, et valor de 108 que aparece en la matriz 
columna de la derecha es la deflexión en el 
punió 2 cuando la carga unitaria está 
aplicada en el punto C, el cual puede bus* 
carse en la tercera tabla de Newmark. Los 
valores buscados de R A , K e y R c pueden ob- 
tenerse multiplicando la matriz |5| ya calcu- 
lada en el paso anterior, por la matriz 
columna (Al integrada con las deflexiones 
correspondientes de las tablas de Newmark. 

Se procede de la misma manera colo- 
cando la carga unitaria en los puntos restan* 
les 3, 4 y 5. Obsérvese de nuevo que la única 
matriz que cambia es la A, y que sus coe- 
ficientes ya han sido calculados en las tablas 
de Newmark. Terminados estos cálculos, ya 
se pueden trazar las líneas de influencia de 
K R V *r con ,os va,ores obtenidos. Por 
ejemplo, el valor de 0. 795 en el punto 2 de 
la línea de influencia de es el valor de 
K calculado para la carga en 2. Los signos 
negativos indican que el sentido de la 
reacción es opuesto al de la carga unitaria 
aplicada al calcular las deflexiones o sea. 



que 



las reacciones son hacia arriba. Los 
¡nos positivos Indican reacciones hacia 
aíata. Las ordenadas en los apoyos serán 
K u.l»al .cuando la carga unitaria» 



i'Me co- 
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locada sobre el apoyo en cuestión, e iguales 
a 0. cuando estén colocadas sobre alguno 
de los otros apovos. 

La línea de influencia de R n se calcula 
a partir de las lineas de influencia V a 
obtenidas. Se coloca una carga unitaria en 
cada punto y se aplica la ecuación de equi- 



librio 2f v = 0. Esto se ha hecho, en forma de 
tabla, y en la parte final del ejemplo. Si se qui» 
siesen las lineas de influencia de córtame o 
de momento podrían obtenerse también 
aplicando las ecuaciones de equilibrio ya 
conocidas las reacciones, como se ilustró en 
el ejemplo anterior 



EJEMPLO 11.2 LÍNEAS DE INFLUENCIA DE LAS REACCIONES EN UNA VIGA CON 
TRES GRADOS DE INDETERMINACIÓN Y MOMENTO DE INERCIA VARIABLE 



CWTOS: 



6 



4 



5 



D 



2EL 



8@ 2 = 16 m 



Calcular las líneas de influencia de R Á , R 8 , R c y R D . 
viga ftosr Atica 



D 



S62 líiMSttdr mili*-™ ih- >*u,ii n,'.» hi^-n -ii.tMc.»» 



EJEMPLO 11.2 (wntinuortón) 



CAlCULOOf LAS REACCIONES R,, R„S R, CUANDO LA CARGA UNITARIA ESTA EN EL PUNTO I 
£1 sistema de ecuaciones 1 1 .5 queda en la forma: 

+ + & BB R Bt f h BI R a = 0 

*o + «<**ai + «««a. + hc R a ~ 0 

Tomando en cuenia que A^, = 5 M , A 8I = 6, s y A a = 8 IC : 

-747.5 - 907.0 R AI - 594.0 /? B| - 189.0 R n = 0 
-499.5 - 594.0 R At - 405.0 135.0 K 0 = 0 
-162.0 - 189.0 R M - 135.0 R B1 - 54.0 /? n =0 

En planteamiento matricial 







907.0 594.0 


189.0" 


r' 


747.5 






594.0 405.0 


135.0 




499.5 


ti 




189.0 135.0 


54.0 




162.0 



Resolviendo el sistema: 







0.388 






0.701 


^< 




-0.112 



CÁLCULO DE LAS REACCIONES R„ R g Y R r CUANDO LA CARGA UNITARIA 



ESTA EN EL PUNTO 2 t <í * 2) 



los términos independíenles del sistema de ecuaciones serán ± ± y A Por lo tanto 
el sistema quedará en la siguiente forma: 







907.0 594.0 


189.0 


-1 


449 






594.0 405.0 


135.0 




311 


^f- r. 

°< 2 




189.0 135.0 


54.0 

4 




108 



Resolviendo H sistema 



KA2 




-0.104 






0.795 






0. 177 




EIEMPLO 11.2. {continuación) 



CAlCUlO PARA IAS CARCAS ÍN 



Ka 
Ra 







313.0 


'Vi 




220.0 






81.0 


[A* 




88.0 








64.0 


> ' 


Af4 




28.0 






ios punios í. 4 y 5 



-0.075 
0.39 i 
0.777 

0.030 1 

-0.143 

0.771 







23.0 






0.015 






17.0 






-0.071 


*C5 




8.0 


k-s. 




0.274 

1 



TRAZADO DE LAS IÍNFAS DE INFLUENCIA DE R AI R D \ R_ 
1.000 




0.104 0.075 
Línea de influencia de R, 



1 .000 



0.701 





0.143 0.071 



Línea de influencia de K 0 
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EJEMPLO 11 .2 (continuación) 

1.000 




Línea de influencia de R. 



CALCULO DE LA REACCIÓN «„ 



Punto 


Carga 


% 




*c 


«o 


1 




+ 0.388 


+ 0.701 


— 0.112 


+ 0.023 


2 




-0.104 


+ 0.795 


+ 0.377 


- 0.068 


3 




- 0.075 


+ 0.393 


+ 0.777 


-0.095 


4 




+ 0.030 


-0.143 


+ 0.771 


+ 0.342 


5 




+ 0.015 


- 0.071 


+ 0.274 


+ 0.782 




Línea ele Intluem u de R 



11.2 Método de Müller-Breslau 

El principio de MOller-Bresl.ni, planteado en 
la Sección 10.3 para estructuras isostátícas 
establece que la línea de influencia de una 
reacción, de una fuerza cortante o de un mo- 
mento flexionante tiene te misma forma que 
h viga deformada cuando se le impone un 
desplazamiento unitario correspondiente a 
la reacción o a te acción determinada. Este 
principio también se aplica a las estructuras 
hiperestálicas, pero la diferencia con las es- 
tructuras isostáticas estriba en que las líneas 
de influencia de las primeras ya no están 
formadas por líneas rectas, como las de las 
isostáticas, sino por líneas curvas. De otra 
manera, no sería posible imponer el despla- 
zamiento unitario a cierta acción conser- 
vando las restricciones correspondientes a 
las otras acciones o a las reacciones. 

Si se examinan las líneas de influencia 
obtenidas en el ejemplo 1 1 . 1 se puede com- 
probar esta situación. En la línea de influ- 
encia de R B se tiene un desplazamiento 
unitario de la reacción en B. pero la restric- 
ción de momento flexionante en este punto 
no permite ninguna rotación, así que la línea 
de influencia tiene que ser continua sobre el 
apoyo; en las reacciones A y C no puede haber 
desplazamientos, y la restricción de fuerza 
cortante obliga a que la línea sea continua. 
Estas condiciones sólo pueden cumplirse si 
la línea de influencia es curva. 

Observando la línea de influencia de 
fuerza cortante en el punto 3 del mismo 
templo, se comprueba que en dicho punto 
*** un desplazamiento relativo unitario de 
■** puntos situados inmediatamente a la 
"quierda y a la derecha. La parle de la línea 
*** influencia situada a la derecha del punto 
1 debe ser continua, para que no se rompa 
la restricción de momento flexionante, y 

*** pasar por tos puntos B y C pa"> 

06 'a* 



r»o 



*e rompan las restricciones 



Aciones en dichos puntos. También para 



que no se rompa la restricción de momento 
lexionante en el punto i, las tangentes a la 
hnea de influencia a ambos lados del punto 
deben ser paralelas. Todas estas condiciones 
obligan a que la línea de influencia sea 
curva. 

En el caso de la línea de influencia de 
momento flexionante en el punto 4, del 
mismo ejemplo 1 1 . t , se puede ver que la 
línea de influencia pasa por las tres reac- 
ciones y que no hay ningún desplazamiento 
relativo del tipo de eliminación de la restric- 
ción de cortante. Nuevamente, la línea de in- 
fluencia tiene que ser curva para que se 
cumplan estas condiciones. 

Al ser curvas las líneas de influencia de 
estructuras hiperestáticas, no es tan sencillo 
obtener las ordenadas a partir de la imposi- 
ción de una desplazamiento unitario, como 
en estructuras isostáticas. Pero se pueden 
trazar en forma cualitativa e inclusive obte- 
ner las ordenadas gráficamente, haciendo es- 
quemas a escala. Si se desea calcularlas en 
forma cuantitativa, es necesario obtener las 
deformaciones en varios puntos de vigas 
Isostáticas, en forma similar a como se hace 
en el método directo. 

J7.2. / Estructuras con un grado de 
indeterminación 

Supóngase que se desea calcular la línea de 
influencia de momento flexionante en B de la 
viga mostrada en la figura 1 1 -5-a. Por el Prin- 
cipio de Müller- Breslau, la línea de influen- 
cia tendrá la forma mostrada en la figura 
II 5-6, con un giro unitario en B correspon- 
diente a la eliminación de la restricción de 
momento, sin desplazamiento en las reac- 
ciones A y B, f sin discontinuidades. Para 
calcular las ordenadas de la línea de influ- 
encia en los puntos I, 2 y J se puede pro- 
ceder de la siguiente manera. 

Se elimina la restricción de momento 
en B con lo que la viga se vuelve isostánca. 



>íi J ' N ■ ts cif tntluf'itt ht (k* 4-stfut tt/r t t\ htiH*tt*si¿tH j* 




Figura 11.5. Obtención de la línea de 
influencia en una viga de un grado 
de indeterminación por el Principio 
de Muller-Breslau 

Después se le aplica en el mismo punto 0 
un momento cualquiera que produzca una 
rotación B HA ; por comodidad este momento 
suele ser unitario, como en la figura 1 1 .5-c. 
Se calculan las deflexiones correspondientes 
en los punios en que se desea calcular las 
ordenadas de la línea de influencia. b 2B 
V Ahora bien, si el momento aplicado, en 
vez de ser unitario, tuviese un valor de \/0 HA , 
la rotación en B valdría 1, y las deflexiones 
en los pumos I, 2 y } serían, por lo tanto, 
las ordenadas de la línea de influencia. Las 
deflexiones correspondientes a un momento 
^•m **'ían las ya calculadas divididas tam- 



bién entre B HA , ya que el comportamiento es 
lineal. Entonces, basta dividir las ordenadas 
¿i* á 2B V Adentre í w para tener la línea 
de influencia, como se muestra en la figura 
11.5 -</. 

Oe manera semejante se pueden ob- 
tener las líneas de influencia de otras 
acciones o reacciones, eliminado las restric- 
ciones correspondientes. En el siguiente 
ejemplo se ilustra el procedimiento. 

Ejemplo 11.3. Se calculan las líneas de in- 
fluencia de la reacción en A y del momento 
de empotramiento en fi de una viga de un 
grado de indeterminación con momento de 
inercia variable. Para calcular la de la reac- 
ción, R A , se elimina la restricción correspon- 
diente con lo que se tiene una viga isoslática 
que es el voladizo mostrado al principio del 
ejemplo. De acuerdo con el Principio de 
Müller-Breslau, la deflexión en el extremo 
del voladizo debe valer 1 , y no debe haber 
rotación de fa viga en el empotramiento. 

Con el fin de obtener la configuración 
buscada, se aplica una carga unitaria en el 
extremo del voladizo y se calcula la defle- 
xión en las secciones en que se desea cono- 
cer las ordenadas de la línea de influencia. 
Estas deflexiones se han calculado en el 
ejemplo con el Método de Newmark, ya que 
es el más sencillo cuando el momento de 
inercia es variable como en este caso. El 
desarrollo del método es igual al que se ha 
visto en varios ejemplos; nótese únicamente 
que los valores de a se calcularon con las 
ecuaciones de distribución parabólica, ya 
que. aunque el diagrama de momentos 
flexionantes es lineal, el diagrama de 
curvaturas a no lo es porque El es variable. 

En el penúltimo renglón de la tabla se 
puede ver que en el extremo del voladizo 
ocurre una deflexión de (90.087 m'/24 Etol 
Como se desea que esta deflexión sea 
unitaria, basta dividir todas las deflexiones 
entre el valor mencionado para tener la de- 
flexión unitaria en el extremo y las ordenadas 



| a línea de influencia en las oirás ser- 
dones. Estos valores son los que aparecen 
en el último tendón de la labia. Obsérvese 
que los términos facloriaados a la derecha 
de la labia se eliminan al hacer la división 
La línea de influencia del momento de 
empol'' ,mien,0 en 8 í,ebe 'ener la forma mos- 
irada en el croquis de la segunda parte del 
ejemplo, o sea, una rotación unitaria en B y 
deflexiones nulas en los apoyos. Para obtener 
esta configuración, se aplica un momento 
unitario en el apoyo B de la viga isoslálica (en 
el ejemplo se aplicó de 100 para no tener 
muchos decimales) y se calculan la rotación 
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producida por el momento en dicho apoyo y 
las deflexiones en todas las secciones. La 
rotación resultante es de (-360.53 m/24 Ekt) 
obtenida como la suma de la rotación pro- 
medio 0 de -276.53, en el penúltimo tramo 
de la derecha, y el ángulo concentrado a de 
84.00 en el apoyo derecho. Para tener la 
configuración buscada, todas las rotaciones y 
deflexiones producidas por el momento 
unitario que se aplicódeben dividirse entonces 
entre la rotación de (-360.53 m/24 Eh). De 
esta manera se obtiene el último renglón de la 
tabla que corresponde a las ordenadas de la lí- 
nea de influencia 



EJEMPLO 11.3. CALCULAR LAS LÍNEAS DE INFLUENCIA DE LA REACCIÓN EN A V DEL 
MOMENTO DE EMPOTRAMIENTO EN B DE UNA VIGA DE MOMENTO DE INERCIA 
VARIABLE USANDO EL PRINCIPIO DE MÜLLER-BRESLAU 



DATOS 



-> 

+ 



3 



6 



1 m 



1 m 



8 



10 



12 



14 



IÍMA Df INf IUENCIA DE fi y 




Configuración ImscaAi 



EJEMPLO 11.3. [Continuación) 



it* 



h 

P *1l0 

m d 
u n 

a +«7S> 
/# un 



+ 10 



.1-0 


+2 


0 






50 


- 1«4(J 


+5J 


14 



f 

i \ 

.o 
»o ion 



♦7 



-29,111 



-25.271 

«1976 +35)705 +1 J68 

0Í77 +Ü.J96 



♦ 1.0 



♦ I 0 



+|0 
+0ÍHJ 

+7Jr74 

-12.171 -4.197 
♦4J97 
¿Ora 



♦V0 m 
+4.197 fíT^/24 £/.i 
<mV24 Vj 



1.00 



0.677 




ÜNEA DE INFLUENCIA DE M 0 : 




Configuración buscada 



100 



2¿H 



EJEMPLO 11.3. (Continuación) 



A I 

P 9 
U 0 

a 9 -i.)! 

5 -MM -"I.hO 
¿ .195.26 „| 8M , 

f ♦221.75 »f„« 



-Mffcft 



r t 

R 6 



0 1)18 



Hl 14 



- 

frrt/?4 flj 

***** 4 



1.018 1091 



0.615 




*L2.2 Estructuras con varios grados de 
indeterminación 

La línea de influencia de una estructura 
hiperestática con varios de grados de 
■ndelerminación debe ser tal que la 
deformación de la estructura deformada sea 
unitaria en el punto en que se desea obtener 
la línea de influencia y que se cumplan con 
'odas las oirás condiciones de restricción. 
p * ejemplo, con referencia a la viga con* 
! ">ua | d f jgura | , ( b . 3i S i w desea la línea 

* «nfluenc ía de la reacc ión R^ se debe tener 
una deflexión unitaria en el apoyo B, 
*"exíon« nulas en los otros a|>oyos y no 

* deben tener discontinuidades « 
fnor ^nto Hexionante o de fuerza cortan» 
* n otras secciones de la viga. Por lo tanto. Ja 



viga deformada debe ser como la mostrada 
cualitativamente en la figura 11.6*6. Para 
obtener las ordenadas de esta viga defor- 
mada, o sea, de la linea de influencia de Rp 
puede procederse de la siguiente manera. 

Primero se coloca en la viga ¡sostática fun- 
damental, figura 11. 7-a, una carga cual- 
quiera en el punto correspondiente a la 
reacción cuya línea de influencia se desea 
obtener, o sea. en el punto B en este caso. 
En la figura 1 l«7-a se ha puesto una carga 
de 10 unidades, pero puede ser cualquiera. 
Desde luego que la deflexión en el punto B, 

no será unitaria, pero luego se ajustará 
para que lo sea. El sentido de la carga apli- 
cada es lal que la deflexión en el punto B 
tenga el sentido positivo de la línea de in 
(luencia, hacia arriba en este caso. 
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Después se colocan cargas unitarias en 
IOS punios correspondientes a los oíros 
apoyos hipercstáticos, Cy Den este caso, 
con el fin de eliminar las deflexiones de la 
isostálica fundamenl.il en dichos punios y 
resliluir la compatibilidad de deformaciones, 
figuras I \ .7-by-c. Para lograr esta restitución 
se plantean ecuaciones simultáneas que 
expresen deflexiones nulas, como en el mé- 
todo de las fuerzas, pero únicamente para 
los puntos Cy O, ya que en el punto B la defle- 
xión final no será nula. El sistema de 
ecuaciones será entonces: 

A CB + A (C R C + A a) R 0 = o „| i8) 
A tis + *üc R c + ¿00*0 = 0 

Obsérvese que en la estructura ísostá- 
tica fundamental, la carga que produce lo 
deflexión en el apoyo B juega el papel de 
una carga externa en el método de las fuer- 
zas; por esta razón, aunque la viga original 
es indeterminada de tercer grado, el sistema 
de ecuaciones simultáneas es de dos grados. 
Si ahora se suman las deflexiones en cada 
sección de la viga, correspondientes a las 
figuras 1 1 J-a, -b y -c, multiplicadas las dos 
segundas por el valor resultante de R c y R^ 
respectivamente, se obtiene un patrón de 



deflexiones como el de 
e 

son nulas, pero la deflexión en e 
no vale 1 . sino tiene el valor: 



Piones como el de la figura 1 1 .7-d, en 
cual las deflexiones en los apoyos C y n 

apoyo B 



01.9) 



De manera similar, la deflexión en 
cualquier sección de la viga será la suma de 
las deflexiones de las figuras 1 1 ,7-a, 1 1 .7-6 
mulliplicadas por R c y 1 1 .7-c multiplicadas 
por R D . En la figura 1 1 .7-d se ilustra el caso 
de la sección 1 de la viga. 

Es posible ahora obtener la línea de 
influencia de R fí dividiendo las deflexiones 
de la figura 1 1 .7-d entre el valor de la defle- 
xión en fidado por la ecuación 1 1 .9, ya que 
entonces la deflexión en íí valdría 1 y la viga de- 
formada sería igual a la de la figura 1 1 .6-6. 
El método se ha ilustrado para el caso de la 
línea de influencia de una reacción de una 
viga continua, pero igual se puede aplicar 
para líneas de influencia de momento 
flexionante o de fuerza cortante. El cálculo 
de las deflexiones en varias secciones, fi- 
guras 1 1 .7-a, 1 1 .7-6 y 1 1 .7-c, se puede hacer 
por cualquier método. Para el caso de vigas 
de sección variable, el método de Newmark 
es el más conveniente. 






Figura 1 1 A. t fnea de inf Jucnt ¡a de R n por el Principio de Müller-B resta u para una viga 

con ihi nudo* de indeterminación 
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Figura 1 1 .7. ( )blenctón de la línea de influencia de R 3 de la viga de la figura 1 1 .6 



Ejemplo 11.4 Se calculan en esle ejemplo 
las líneas de influencia de la reacción en el 
apoyo A y del momenlo de empolramienlo 
Dde la misma viga resuelta en el ejemplo 
■fcj» pero usando ahora el Principio de 
WuHer-Breslau. 



En la primera parle se calcula la línea 
<k influencia de R A . En el inciso a) se ha tra- 
bado esta línea de influencia en forma 
cualilativa para comprender mejor el 
«^arrollo del ejemplo. En el inciso b) se ha 



"V 

un 



'>ftido como viga iftOpUtlC* fundamental 
voladizo empotrado en 0, o sea, M ™ n 



eliminado los Ires apoyos hiperestáticos de 
la viga original. En este mismo inciso se 
indica que se ha aplicado a la isostática fun- 
damental una carga de 10 unidades hacia 
arriba; se aplicó en este sentido porque la 
ordenada de la línea de influencia es positiva en 
el punto A como se muestra en la línea de 
influencia cualitativa. En la gráfica de este 
inciso se han incluido los valores de las 
deflexiones de la vina, tomados del inciso 
a) del ejemplo 1 1 .2, pero cambiando el sen- 
tido de la carga, y por tanlo de las defle- 
xiones, y multiplicando las deflexiones 
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calculadas por to ( ya que la carga es diez 
veces mayor. El valor do la carga aplicada 
en este paso de la resolución puede ser 
cualquiera. Se escogió 10 por sencillez y 
para diferenciarla de la carga unitaria 
aplicada en los siguientes pasos, pero 
lambían podría ser unitaria. 

En los incisos c) y rf> se aplica una carga 
unitaria en los puntos By C, respec- 
tivamente, correspondientes a los apoyos 
hiperestálicos suprimidos. Las deflexiones 
señaladas son las calculadas también en el 
ejemplo 11.2. Todas las deflexiones seña- 
ladas están multiplicadas por un factor 
constante que se puede ver en el cálculo de 
deflexiones por el método de Newmark en 
el ejemplo 1 1.2, 

En el inciso e) se plantea y resuelve el 
sistema de ecuaciones simultáneas. De 
acuerdo con lo explicado anteriormente, el 
sistema debe expresar que la suma de las 
deflexiones de los tres casos de carga debe 
ser nula en los apoyos ByC tal como se 
muestra en la línea de influencia cualitativa. 
Resolviendo el sistema de ecuaciones se 
obtienen los valores de R B y de R c que 
resultan de +18y de -10, respectivamente. 
Obsérvese que los factores constantes que 
multiplican a las deflexiones de los incisos 
b), c) y di se anulan ya que los segundos 
miembros de las ecuaciones simultáneas son 
ceros. El valor positivo de R B indica que tiene 
el mismo sentido que la carga unitaria 
aplicada en fi, hacia abajo. Por lo tanto, la 
viga tiende a levantarse en el apoyo B por 
efecto de la carga de 10 unidades aplicada 
en A. lo contrario sucede en el apoyo C. 

En el inciso fi se muestran las defle- 
xiones que resultan de sumar las correspon- 
dientes a los tres casos de carga anteriores, 
pero multiplicando las del inciso c) por el 
valor calculado de R fí y las del inciso d) por 
el valor calculado de R r Esta viga ya tiene 
la forma de la línea de influencia, pero la 
deflexión en A no es unitaria. Para que lo 
sea, basta dividir ukUs las deflexiones entre 



el valor de la deflexión en A, con lo cual no 
se pierde la forma ríe la curva y se cumplen 
todas las condiciones de compatibilidad di» 
deformaciones- Los resultados se muestran 
en el inciso g\. 

En la segunda parte del ejemplo se 
calcula la línea de influencia del momento 
de empotramiento M Qt Primero se ha 
trazado, en el inciso a), la línea de influencia 
cualitativa, que en este caso implica un giro 
unitario en el apoyo 0, y deflexiones nulas 
en los otros tres apoyos. No se puede usar la 
misma isostática fundamental que en la 
etapa anterior, ya que no podría introducirse 
un giro en D. Se escogió entonces una viga 
libremente apoyada en sus extremos, como 
se muestra en el inciso b). A esta viga se le 
aplicó un momento de 10 ton-m que le 
produjese un giro en el sentido buscado. El 
cálculo de las deflexiones correspondientes 
por el método de Newmark se muestra en el 
mismo inciso. También se han calculado las 
rotaciones 6 en los extremos, ya que las del 
apoyo D se requieren para plantear las 
ecuaciones de compatibilidad. Igual que en 
la etapa anterior, el valor del momento 
aplicado puede ser cualquiera. 

En los incisos c) y di se han aplicado 
cargas unitarias en los puntos By C, respec* 
tivamente, y se han calculado las deflexiones 
y rotaciones correspondientes, con el fin de 
eliminar las deflexiones en estos puntos 
producidas por el momento aplicado en D. 
El sistema de dos ecuaciones del inciso ei 
plantea que la suma de las deflexiones de 
los tres casos de carga sea nula en los apovos 
B y C después de multiplicar por R 8 y por 
R c las producidas por las cargas unitarias. 
Los factores constantes que aparecen en los 
cálculos de deflexiones se eliminan al 
plantear el sistema de ecuaciones. 

Ya calculados los valores de R 8 y R c se 
suman las deflexiones de los tres casos de 
carga con loque se obtiene la configuración 
de deflexiones mostrada en el inciso ñ> Las 
deflexiones ya son nulas en B y en C pe ro 



el giro en D todavía no es unitario. Es imnor 
M n.e observar que en este caso los facE£ 
tomtan.es que multiplican a las deflexiones l 
a las rotaciones no son iguales. E1 que 
corresponde a las deflexiones es el doble del 
de las rotaciones, tomo puede verse en las 
,,blasdel rnétodt, deNewmark. Por esta razón 
después de d.v.dir todas las deflexiones del 
inciso rt entre la rotación en D de -49 65 se 



"ult.pNcaron por 2 para obtener la línea de 
■nfluenc.a mostrada en el .nciso g, Vsm oot 
^pudohacersedesdeelcálcid^ 

Por 2 los valores de y del último renglón las 
delex,onesv,as rotaciones ya terlan 3 
m,smo factor constante. Al hacer la mul.ipli- 
catión al f.nal. en el inciso g) únicamente, se 
¿horran operaciones numéricas. 



DE ü REACOÓN ^ 

PRINCIPIO DE MÜLLER-BRESUU ° V ' CA ° El E,EMPLO ,W PO * tl 



DAIOS: 



1 

— H 



2£/„ 



5 



D 



8® 2 n 16m 



CÁLCULO DE LA LÍNEA DE INFLUENCIA DE R t 
a) Linea de influencia cualitativa. 




Viga isostálica con una carga en A (ver ejemplo 1 1 .2». 
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EJEMPLO 11.4 (continuación) 



O Viga ñóstdtica con una cansa unitaria en B (ver ejemplo 1 1 .2) 




<ti Viga isoslática con una carga uniiaría en C (ver ejemplo 1 1 .21 




e) Planteamiento de las ecuaciones de compalibilidad (ecuaciones 1 1 .&). 

5940 - 4O5.0R s - 1 35 R c = 0 
1890 - 135.0/? fl - 54 R c =0 

Resolviendo el sistema de ecuaciones: 

R B ~ + 18 

R ( " - 10 

f* Suma de deflexiones del inciso b). del inciso c) multiplicadas por el valor de R B y del 
inciso di multiplicadas por el valor de R ( . 

268 




línea do influencia de la reacción *n A 



CÁICUIO DE LA LjNEA DE INFLUENCIA DE M D 
al Línea do influencia cualitativa 




tica con un momento en O 
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ÍJfMPLO 11.4 {continuación) 




O 11.4 (continuación) 



3 
C 

S 
$ 



♦ 



s 



-S 

6 



Sí 



8 



3 
8 



- 



S 



M — S — 8_ 
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EJEMPLO 11.4 {continuación) 



e) Planteamiento de las ecuaciones de 



compatibilidad (ecuaciones 1 1.8) 



¡07.76 - 48.38*,- 61.42 * r « 0 
188.84 - 51.12/?,- 95.50^ = 0 

Resolviendo el sistema de ecuaciones: 

R B = - 0.883 
* ( = + 2.450 




3.36 



473 



Rotación en el apoyo D: 

0 = - 141.70 + 21.561-0.883) + 45.34(2.450)= - 49.65 
# Ajuste de la viga deformada para que la rotación en el apoyo D sea igual a 1 . 




0.0046 
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PROBLEMAS 

1 1 . 1 Determinar las siguientes líneas de influencia en vigas por el método directo. 



A I B 2 3 C 



D 




aí"3m = 24m 

a) Reacciones en B y D, fuerza cortante en 2 y en 5, momento flexionante en 1 y en 3. 



1 



B 



4 5 



C 





7 2m = 14 m 

b) Momento de empotramiento en A, reacciones en A y B, fuerza cortante en 2 y 5, momento 
flexionante en B y en 4. 

A C D 

1 B 2 3 4 5 




fio 




2Elo 




Elo 



8*2 m = 16m 

o Reaccionasen A y D, fuerza cortante inmediatamente a ta izquierda y a la derecha de B, 
momento flexionante en C y 5. 




4 

O 



5 6 



tío 




2Ek> 



<J« 3 m » 27 m 

rt* Kcm<* kiom fn B y t), fuer/a curiante **n 2y4 ( momento llextonanie en B y 5. 



1 1 ,2 Determinar la* siguientes líneas de influencia en armaduras por ei método directo. 



* m 




* 1 1 1 a 

4 V (,m = 24 m 

a) Reacciones en A, B y C, y fuerzas axiales en las barras de la cuerda inferior. 



"2 























1J « 



6 # 6 m = 36 m 



b> Reacciones y fuerzas axiales en las barras U,U, , L,L 2 . U,L 2 y U s L ( . 
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Obras afines: 



ASPECTOS FUNDAMENTALES DEL CONCRETO 
REFORZADO 

Óscar M. González Cuevas 

El objetivo principal de esta obra es presentar, tanto al medio académico como 
a los ingenieros que ejercen la práctica profesional en el campo del diseño 
estructural, un compendio de las investigaciones más recientes en lo que al 
concreto reforzado atañe. La obra se ha enriquecido notablemente con la incor- 
poración de las normas establecidas en los reglamentos de construcción más 
usados en países de habla hispana, el del American Concrete Institute y las 
Normas técnicas complementarias para estructuras de concreto reforzado del 
Reglamento del Distrito Federal. Asimismo, incluye el Reglamento ACI 318-89 
y las NTC-87. Todas estas características la convierten en una de las obras 
más completas y actualizadas en el mercado. 



DISEÑO SIMPLIFICADO DE EDIFICIOS PARA 
CARGAS DE VIENTO Y SISMO 

Ambrose • Vergun 

En esta obra se explica la naturaleza de las cargas de viento y sismo en las 
construcciones y se presentan las soluciones típicas actuales para edificios 
simples. Incluye un análisis de los efectos de las fuerzas dinámicas, un resumen 
de los requerimientos de diseño para viento y sismo del Código Unificado de la 
Construcción más reciente, así como un esludio de los elementos y sistemas 
de estructuras comunes resistentes a cargas laterales para edificios. Contiene 
un glosario de términos que se emplean en esta área. 



DISEÑO SIMPLIFICADO DE CONCRETO 
REFORZADO 

Parker, et al. 

Esta oOra presenta, de manera clara y sencilla, los métodos de análisis de los 
principales elementos eslrudurales que se construyen en concreto reforzado De 
la ñusna forma, so explican tos diferentes procesos de construcción con osle 
mateiai . asi como las consideraciones nocesarias para el diseño de las estructuras 
(especificaciones de ios reglamentos, fuerzas aplicadas sobre las estructuras, 
planificación estructural, mlegracion de los sistemas y costos do la construcción). 

E«a ot>ra se dirige pnncipaimonto a los arquitectos y constructores, pero es 
una vai«sa {jui'a para los ©aludíanlos y prolesores quo se interesan en el lema, 
aunque no tengan conocimienios amplios sobre este. 





EslelibrohasicíoescrrtoconelpfopósrtohindamenialcXía' 
y alumnos en la enseñanza y el aprendizaje del anális.s estructural 

Sr Sll, T Un ° * ,0S PÍIar6S 06 ,a Carrera de in 9en,e,ia <*A 
es también .mportante en algunas otras licenciaturas, como ,nqen Zil 

mecánica y a/quttectura. Su dominio es .ndispensable para los profeso**» 

que se ded.can al d.seño de algunas de las obras más espectacula7^ QU 1 

construye el ser humano: rascacielos, puentes, pfesas. plantas .ndustnateT 

plataformas marft.mas, etc. El análisis estructural es, asimismo unid! 
las asignaturas que más contribuyen a la formación de tos alumnos a su 
entrenamiento en el manejo de conceptos abstractos y a la adquisición de 
habilidades intelectuales requeridas para el ejercicio profesional de la in- 
geniería. Por estas razones ha ocupado, desde hace mucho tiempo un 
lugar destacado en los planes de estudio. 

El enfoque seguido en este libro es el siguiente. En el primer capitulo 
se hace una revisión del proceso general de diseño y se ubica a la etapa 
del análisis estructural dentro de este proceso. El capítulo 2 comprende 
una revisión del tema de estructuras isostáticas. estudiado generalmente 
en cursos previos a tos de análisis estructural, La resolución de estructuras 
hiperestáticas, campo de estudio del análisis estructural, requiere del 
cálculo de deformaciones de estructuras isostáticas; en el capítulo 3 se 
estudia este tema en forma completa. Los capítulos 4 y 5 presentan los 
métodos básicos o fundamentales del análisis estructural: el de las fuerzas 
y el de las deformaciones, respectivamente. El método pendiente-deflexión, 
que es el mismo de las deformaciones en sus principtos básicos, se incluye 
en el capitulo 6. El método de Cross se presenta en los capítulos 7. 8 y 
9. tratando por separado los casos de vigas continuas, marcos sin 
desplazamiento lateral y marcos con desplazamiento lateral; su inclusión 
obedece a que todavía es utilizado con frecuencia para la resolución de 
estructuras sencillas y a que presenta con claridad principios básicos del 
análisis estructural. Finalmente, en los capítulos 10 y 11. se estudia el 
tema de las líneas de influencia para estructuras isostáticas e hiperestáticas. 
respectivamente. 

En todo el libro se hace énfasis en los principtos básicos más que en 
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aplicaciones específicas* ya que el autor considera que el dominio de estos 
principios es necesario para el estudio de métodos más avanzados o para 
la utilización de los excelentes programas de cómputo disponibles actual- 
mente. Por el contrario, la utilización de programas sin dicho conocimiento 
no sólo es inconveniente, sino peligrosa. 
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